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Термодинамічні властивості розтопів систем Mg–Si і Al–Mg–Si 

Д. В. Царюк, Т. В. Прядко, В. К. Носенко, А. В. Носенко, 

В. С. Судавцова*  

Інститут металофізики ім. Г. В. Курдюмова НАН України,  
бульв. Академіка Вернадського, 36,  
03142 Київ, Україна 
*Інститут проблем матеріалознавства ім. І. М. Францевича НАН України,  
 вул. Омеляна Пріцака, 3,  
 03142 Київ, Україна 

За виведеним Шредеровим рівнянням розраховано активності Силіцію та 

інші термодинамічні властивості розтопів системи Mg–Si за координата-
ми кривої ліквідусу діяграми стану, де є рівновага чистий компонент–
рідкий розчин. Результати узгоджуються із даними, визначеними най-
більш точним методом ЕРС. Згідно з розрахунками парціяльні ентальпія 

й ентропія змішання Si в розтопах системи Mg–Si — −43,7 кДж/моль і 
−11,3 Дж/(моль⋅К) відповідно. Методою калориметрії вперше визначено 

термохемічні властивості розтопів променевого перерізу з хAl/хMg = 

= 0,5/0,5 системи Al–Mg–Si за 1319 ± 2 К. Встановлено, що 

Si(Ge) 79 6H∆ = − ±  кДж/моль, а мінімальна ентальпія змішання розтопу, 
визначена екстраполяцією, дорівнює −16,1 ± 0,6 кДж/моль і припадає на 

стоп із xSi = 0,45. За моделем Редліха–Кістера–Муджіану з потрійним вне-
ском у −125 кДж/моль із аналогічних даних подвійних граничних підсис-
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тем також розрахували активності компонентів, Ґіббсові енергії й ентропії 
змішання розтопів даної системи. Показано, що за 1350 K мінімальна Ґібб-
сова енергія дорівнює −18,1 кДж/моль, а ∆Smin = −2,2 Дж/(моль⋅К). Розра-
ховані та визначені експериментально ентальпії змішання розтопів систе-
ми Al–Mg–Si добре узгоджуються між собою. 

Ключові слова: метод калориметрії, ентальпії змішання, активності, роз-
топи, термодинамічні властивості, «геометричні» й «аналітична» моделі. 

The activity of silicon according to the derived equation and other thermody-
namic properties of melts of the Mg–Si system is calculated from the co-
ordinates of the liquidus curve of the state diagram, where there is pure com-
ponent–liquid solution equilibrium. The results are consistent with the data 

determined by the most accurate method of EMF. According to the calcula-
tions, the partial enthalpy and entropy of mixing of Si in Mg–Si melts are of 

−43.7 kJ/mol and −11.3 J/(mol⋅K), respectively. The thermochemical proper-
ties of melts of the radial cross-section with хAl/хMg = 0.5/0.5 of the Al–Mg–
Si system at 1319 ± 2 K are determined for the first time by the method of 

calorimetry. As found, Si(Ge) 79 6H∆ = − ±  kJ/mol, and the minimum enthalpy 

of melt mixing, determined by extrapolation, is equal to −16.1 ± 0.6 kJ/mol 
and falls on the alloy with xSi = 0.45. Using the Redlich–Kister–Muggiano 

model with a triple contribution of −125 kJ/mol, the activities of the compo-
nents, Gibbs energies, and entropies of mixing of the melts of this system are 

also calculated from similar data of the double boundary subsystems. As 

shown, at 1350 K, the minimum Gibbs energy is equal to −18.1 kJ/mol, and 

∆Smin = −2.2 J/(mol⋅K). The calculated and experimentally determined en-
thalpies of mixing of Al–Mg–Si melts are in good agreement with each other. 

Key words: calorimetry method, enthalpy of mixing, activity, melts, ther-
modynamic properties, ‘geometric’ and ‘analytical’ models. 

(Отримано 7 листопада 2024 р.; остаточн. варіянт — 19 травня 2025 р.) 
  

1. ВСТУП 

Дотепер алюмінійові стопи залишаються основним конструкцій-
ним матеріялом в авіяційній промисловості; також зростає частка 

виробів з алюмінію в авто- та суднобудуванні через їхню низьку гу-
стину, високі механічні властивості та стійкість щодо корозії в ба-
гатьох середовищах [1]. Заміна криці алюмінієм під час розробки 

нових поколінь транспортних засобів дає змогу за рахунок змен-
шення маси виробу (густина алюмінію менше 1/3 густини криці) 
зменшити витрати пального, викиди вихлопних газів, а отже, під-
вищити екологічну безпеку [2, 3]. Враховуючи те, що найбільш 

економічним способом виробництва деталів є лиття, створення но-
вих високоміцних ливарних стопів алюмінію є дуже актуальним 

завданням. 
 Основою великої кількости ливарних алюмінійових стопів є сис-
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тема Al–Mg–Si, хоча вона і характеризується середньою міцністю 

[1]. Але є резерв поліпшення механічних властивостей багатоком-
понентних стопів на основі евтектики α-Al + Mg2Sі, пов’язаний із: 
оптимізацією леґувальної системи (для реалізації твердорозчинно-
го зміцнення — із врахуванням температурно-концентраційних 

параметрів евтектичного L ⇔ α-Al + Mg2Sі-перетворення та диспер-
сійного зміцнення, що реалізується наночастинками фаз, які утво-
рюються в матриці стопів в результаті спеціяльного термічного об-
роблення і не вступають у взаємодію з евтектичними колоніями); 
застосуванням більш складних режимів термічного оброблення 

(двостадійне гартування та/або двостадійне старіння); удоскона-
ленням технології витоплення стопів [4]. 
 Однак наявність деяких домішок, таких як Fe, Mn і Ti, може не-
ґативно вплинути на характеристики алюмінійових стопів. Напри-
клад, низька пластичність алюмінійових стопів пов’язана в першу 

чергу з наявністю інтерметалідних частинок β-AlFeSi, які утворю-
ються на межах зерен і міждендритних ділянках під час лиття. Та-
кож стопи на основі системи Al–Mg мають низький опір плазучості 
за високих температур, що може бути пов’язане з випаданням β-
фази Mg17Al12 [1]. 
 Щоб подолати та мінімізувати погіршення фізичних властивос-
тей завдяки кристалізації небажаних сполук і інтерметалідних ча-
стинок, для розроблення нових стопів необхідно мати достовірні 
термодинамічні дані для всіх фаз обмежувальних подвійних і пот-
рійних систем у широкому концентраційному та температурному 

інтервалах. Крім цього, термодинамічні дані для рідких стопів не-
обхідні для прогнозування перебігу процесів на межі рідина–тверде 

тіло (зварювання, пайка, леґування, модифікування). 
 Вивчаючи температурні залежності тиску пари Маґнію, Елдрідж 

та ін. [5] ізопієстичним методом дослідили термодинамічні власти-
вості розтопів системи Mg–Si від 5% до 60% молярних Si. Автори 

[6] перерахували ентальпію змішання цих розтопів на основі дослі-
дженої ними фазової діяграми та результатів ізопієстичних експе-
риментів [5], оскільки останні було визначено з великою похибкою. 
 Також термохемічні властивості розтопів системи Mg–Si вивчено 

методою точки кипіння за 1389 К [7] і калориметрії за 1130 К [8, 9]. 
Згідно з [8, 9], інтеґральна ентальпія розчинення до хSi ≤ 0,08 змі-
нюється плавно, та за 0,08 ≤ хSi ≤ 0,14 вона не залежить від складу, а 

для стопів з хSi ≥ 0,14 зменшується і навіть набуває додатніх зна-
чень. З цього ясно, що за Т = 1132 К і хSi = 0,08 досягається межа ро-
зчинности Силіцію у рідкому маґнії. Порівняння з діяграмою стану 

системи Mg–Si показало, що у межах похибок експериментів дані з 

розчинности Si в Mg збігаються (на діяграмі стану — це хSi = 0,07). 
 Автори [10] за допомогою краплинної калориметрії за 975–
1066 К виміряли значення парціяльної мольної ентальпії Si в рід-
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кому Mg за нескінченного розведення. Вони мають достатньо вели-
кий розкид від −48 до −65 кДж/моль. В деяких роботах і, зокрема, в 

[11] були оптимізовані ентальпії змішання й інші термодинамічні 
властивості цих розтопів за моделем MQM (удосконалений квази-
хемічний модель). Показано, що вони близькі до даних, одержаних 

авторами [6]. 
 Активності Mg і Si відносно їхніх рідких стандартних станів ви-
міряно авторами [12] і [13] методою ЕРС. В якості електроліту ви-
користано MgО [12], а в [13] — розтоплену суміш MgCl2–CaCl2. Дос-
лідження методою ЕРС були обмежені лише діяпазоном концент-
рацій від хSi = 0,15 до хSi = 0,54 через дуже високі температури топ-
лення стопів, збагачених Силіцієм. 
 Визначення термодинамічних властивостей розтопів за високих 

температур є складним експериментальним завданням, що потре-
бує великих матеріяльних, енергетичних і трудових затрат. У 

зв’язку з цим розробка методів моделювання та прогнозування фі-
зико-хемічних властивостей розтопів істотно зменшить витрати 

для встановлення цієї важливої інформації. А поєднання результа-
тів експериментальних досліджень і моделювання виявляється ду-
же плідним, тому що уможливлює одержати значну кількість ін-
формації, яка має практичне та наукове значення. 
 Тому мета даної роботи — вивести достовірні термодинамічні 
властивості розтопів системи Mg–Si, використовуючи термодина-
мічні властивості розтопів обмежувальних подвійних систем Mg–
Si, Al–Mg, Al–Si, розрахувати аналогічні параметри для розтопів 

системи Al–Mg–Si за різними моделями, визначити методою кало-
риметрії ентальпії змішання розтопів перерізу Al0,5Mg0,5–Si за 

1310 К і встановити, який із моделів добре описує термодинамічні 
властивості цих розтопів. 

2. ТЕОРЕТИЧНА Й ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНА МЕТОДИКИ 

В роботі [14] розроблено метод розрахунку термодинамічних влас-
тивостей розтопів, на діяграмах стану яких є область рівноваг чис-
тий твердий компонент–рідкий розчин, що описується рівняннями: 

 0

р р1 1( ) ( )Sl
T Tµ = µ , (1) 

 0 0

р1 р 1 1ln ( )l Sl
TRT aµ + = µ , (2) 

 
рр 1 топ. 1, р 1ln ( ) lnl l

TRT G RT xγ = −∆ − , (3) 

де µ1, γ1 — хемічний потенціял і коефіцієнт активности компонента 

1, Тр — температура рівноваги «чистий твердий компонент–рідкий 

розчин», x1 — мольна частка компонента 1, 
ртоп. 1,( ) TG∆  — Ґіббсова 
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енергія топлення компонента 1, l — розтоп, l0, S0 — компонент в рі-
дкому та твердому станах, R — газова стала. 
 Вираз у лівій частині рівняння (3) — це надлишкова парціяльна 

молярна Ґіббсова енергія компонента 1, із якої можна розрахувати 

його коефіцієнти активности, а з них — активності компонента 1. 
Нами доведено, що розраховані за рівнянням (3) активності компо-
нентів завжди узгоджуються з експериментальними даними. Над-
лишкову парціяльну молярну Ґіббсову енергію компонента 1 мож-
на записати згідно з рівнянням Ґіббса–Гельмгольца; тоді одержи-
мо: 

 
надл.

1 1 топ.,1 1ln lH T S G RT x∆ − ∆ = −∆ − . (4) 

 Оскільки 1H∆  розтопів мало змінюються з температурою, ми 

припустили, що вони є тільки функціями складу. З іншого боку, 
парціяльні мольні властивості компонентів рідких стопів зміню-
ються із складом плавно і їх можна апроксимувати яким-небудь 

класом аналітичних функцій, наприклад, степеневими полінома-
ми. Для знаходження коефіцієнтів цих функцій ми застосували да-
ні діяграм стану, оскільки рівняння (4) можна представити так: 

 2 р 2 топ.,1 р топ.,1 1( ) lni i
i i

i i

a x T bx S T T RT x− = ∆ − −∑ ∑ . (5) 

 Якщо із діяграм стану визначити достатньо велику кількість то-
чок кривої ліквідусу, то в результаті одержимо перевизначену сис-
тему рівнянь, яку можна перетворити у нормальну з використан-
ням методу найменших квадратів і потім розв’язати, наприклад, за 

Ґауссовою методою за допомогою спеціяльно розробленої програми. 
 Виявилося, що з підвищенням показника степеня з 2 до 3 погір-
шується узгодження між розрахованими й одержаними експери-
ментально величинами. Це зумовлено неточністю в значеннях Тр та 

х, які ми визначаємо з графічно представленої діяграми стану з то-
чністю у ±5 К та 0,01% відповідно. Оскільки значення х підносять-
ся до степеня (2-го, 3-го тощо), то вплив похибок — дуже значний. 
Тому ліпше за все обмежитися показником степеня, що дорівнює 2. 
 Методику експериментів на даному ізопериболічному калориме-
трі описано в роботі [15]. Експеримент полягає у послідовному вве-
денні з барабанного дозатора у калориметричну ванну (масивний 

молібденовий блок, в якому розміщуються корундові тиґлі з розто-
пом і еталоном) наважок компонентів або еталонних речовин, і ре-
єстрації відповідних кривих теплообміну. Тепловий ефект процесу 

оцінюється за площею фіґури теплообміну, яка визначається мето-
дами чисельного інтеґрування. На початку кожного досліду в роз-
топ вводили 4–7 наважок чистого металу-розчинника або еталонної 
речовини (молібдену, який не взаємодіяв з розтопами впродовж 2–3 
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годин) з метою визначення константи калориметра, точніше коефі-
цієнта теплообміну згідно з виразом 

298

0

T
iH n

K

Tdt
∞τ

∆
=

∆∫
. 

Наприкінці або в середині досліду знову записували кілька каліб-
рувальних кривих теплових ефектів, щоб визначити залежність 

константи калориметра від маси речовини в тиґлі. Сукупність зна-
чень K, одержаних в одному досліді, обробляли за методою найме-
нших квадратів, припускаючи лінійну залежність K(x) від сумар-
ної маси компонентів у тиґлі в молях. Всього упродовж одного екс-
перименту в розтоп вводили 31 зразок. Для проведення дослідів ви-
користано метали: магній (99,99%), алюміній (99,9999%), силіцій 

монокристалічний (99,9999%), молібден (99,6%). 
 Для розрахунку парціяльних ентальпій змішання компонентів 

використовували рівняння теплового балансу за Тіаном: 

 0 298

0

/ ( ) T
i iH K n T T dt H

∞τ

∆ = ± − − ∆∫ , (6) 

де 298
TH∆  — ентальпія нагріву 1 моля зразка, який додається, від 298 

K до температури досліду, взята з бази даних [16], K — константа ка-
лориметра, ni — кількість добавки [моль], t∞ — час релаксації темпе-
ратури під час запису фіґури теплообміну, T − T0 = ∆Т — ріжниця тем-
ператур тиґля з розтопом та ізотермічної оболонки калориметра, t — 

час. 
 З парціяльних ентальпій змішання одного з компонентів обчис-
лювали аналогічні параметри для іншого шляхом інтеґрування рі-
вняння Ґіббса–Дюгема. Інтеґральні ентальпії змішання розрахову-
вали за рекурентним рівнянням 

 1 1 1( )( ) / (1 )n n n n n n n
i i i iH H H H x x x+ + +∆ = ∆ + ∆ − ∆ − − , (7) 

яке виконується у випадку малої зміни концентрації компонента i 
від 

n
ix  до 

1n
ix +

 з додаванням (n + 1)-го зразка. 

3. РЕЗУЛЬТАТИ ТА ЇХ ОБГОВОРЕННЯ 

На першому етапі доцільно було розрахувати термодинамічні влас-
тивості (ТДВ) розтопів систем Mg–Si і Al–Mg–Si за різними відоми-
ми моделями. Щоб визначити, які з встановлених активностей Си-
ліцію в розтопах системи Mg–Si є вірогідними, ми розрахували їх за 
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координатами ліній ліквідусу діяграми стану цієї системи в області 
рівноваг метал (твердий розчин)–розтоп [17], використовуючи рів-
няння (3) (рис. 1). Як видно з рис. 1, обчислені нами за рівнянням 

(3) активності Силіцію ai узгоджуються із даними [13] і змодельо-
ваними [6, 11]. 
 Розраховані нами активності Si корелюють із даними [13], що 

вказує на їхню надійність, оскільки їх визначено найбільш точним 

методом ЕРС. Активності обох компонентів у розтопах цієї системи 

відрізняються незначно між собою, але всі вони проявляють великі 
неґативні відхили від таких для ідеальних розчинів, що викликано 

сильною взаємодією з іншими компонентами. 
 За розробленим у [14] методом розрахували термодинамічні влас-
тивості розтопів із координат кривої ліквідусу, де є рівновага чистий 

компонент–рідкий розчин [17]. Так, розраховані за цією методикою 

парціяльні ентальпії змішання Si в розтопах системи Mg–Si в інтер-
валі хSi > 0,5 є менш екзотермічними, ніж у [6, 8, 10] (рис. 2). Це 

пов’язане з тим, що розроблений у [14] метод є наближеним. 
 Парціяльні й інтеґральні ентальпії змішання розтопів системи 

Mg–Si, розраховані нами із діяграми стану й апроксимовані, та лі-
тературні дані для 1350 К наведено на рис. 2. 
 Видно, що ентальпії змішання розтопів системи Mg–Si залежать 

прямо пропорційно від температури: чим вища Т, тим вони більш 

екзотермічні. Це зумовлено тим, що ковалентні зв’язки у Si розри-
ваються легше за високої температури; тому ентальпії змішання ро-

 

Рис. 1. Активності компонентів у розтопах системи Mg–Si за 1350 К. 

Fig. 1. The activities of the components in the melts of the Mg–Si system at 1350 K. 
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зтопів системи Mg–Si за 1350 К є найбільш екзотермічними. 
 Ентальпії змішання розтопів системи Al–Mg–Si дотепер не ви-
значено. Тому в даній роботі методою калориметрії вперше визна-
чено термохемічні властивості розтопів променевого перерізу з 

хAl/хMg = 0,5/0,5 системи Al–Mg–Si за 1319 ± 2 К, яких наведено на 

рис. 3. Як і слід було очікувати, вони є достатньо екзотермічними, 

 

Рис. 2. Парціяльні й інтеґральні ентальпії змішання розтопів системи Mg–Si. 

Fig. 2. Partial and integral enthalpies of mixing of melts of the Mg–Si system. 

  
а б 

Рис. 3. Парціяльні (а) й інтеґральні (б) ентальпії змішання розтопів проме-
невого перерізу з хAl/хMg = 0,5/0,5 системи Al–Mg–Si за 1319 ± 2 К. 

Fig. 3. Partial (а) and integral (б) enthalpies of mixing of melts of the radial 
cross-section with xAl/xMg = 0.5/0.5 of the Al–Mg–Si system at 1319 ± 2 K. 
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причому, з додаванням у еквіатомовий розтоп потрійної системи 

Al–Mg–Si Силіцію тепловий ефект його розчинення спочатку зрос-
тає, а з xSi = 0,45 — зменшується. Це зумовлено розривом слабких 

зв’язків Al–Mg й утворенням зв’язків з більшою енергією між Mg і 
Si. Встановлено, що SiH∆  = −79 ± 6 кДж/моль, а мінімальна енталь-
пія змішання розтопу, визначена екстраполяцією, дорівнює 

−16,1 ± 0,6 кДж/моль і припадає на стоп із xSi = 0,45. 
 Дослідження розтопів системи Al–Mg–Si є складним експериме-
нтальним завданням через високі температури топлення Si та знач-
ну леткість Mg. Щоб одержати термохемічні властивості розтопів 

потрійної системи Al–Mg–Si в усьому інтервалі складів, ми прогно-
зували їх за «геометричними» й «аналітичною» моделями Редліха–
Кістера–Муджіану з аналогічних даних для обмежувальних по-
двійних систем. Дані для розтопів обмежувальних подвійних сис-
тем Al–Si (Mg) було взято з робіт [9, 18] після критичної аналізи їх. 
 Співставлення розрахованих за моделем Редліха–Кістера–
Муджіану з потрійним внеском у −125 кДж/моль і визначених екс-
периментально парціяльних й інтеґральних ентальпій змішання 

розтопів системи Al–Mg–Si показало, що вони добре узгоджуються 

між собою. Їх наведено на рис. 4. 
 Видно, що мінімум ∆Н для потрійних розтопів системи Al–Mg–Si 
припадає на область концентрацій стопів, що знаходяться поблизу 

єдиної сполуки Mg2Si (Ттоп. = 1358 К), яка топиться конґруентно. 
Цього слід було очікувати. Одержані термохемічні властивості роз-

 

Рис. 4. Ізоентальпії змішання розтопів системи Al–Mg–Si за 1319 К, роз-
раховані за моделем Редліха–Кістера–Муджіану з потрійним внеском у 

−200 кДж/моль. 

Fig. 4. Isoenthalpies of mixing of melts of the Al–Mg–Si system at 1319 K, 
calculated according to the Redlich–Kister–Mujian model with a triple con-
tribution of −200 kJ/mol. 



1146 Д. В. ЦАРЮК, Т. В. ПРЯДКО, В. К. НОСЕНКО та ін. 

топів системи Al–Mg–Si вказують на те, що найбільш сильні 
зв’язки між різнойменними атомами утворюються у стопах, близь-
ких за складом до фази Mg2Si, які, ймовірніше за все, характеризу-
ються теж високими температурами топлення. 
 Слід зазначити, що прогнозовані ентальпії змішання розтопів 

системи Al–Mg–Si потребують додаткового експериментального 

підтвердження. 
 Ми також за вказаним моделем розрахували активності компо-
нентів, Ґіббсові енергії й ентропії змішання розтопів даної системи. 
Активності Силіцію в розтопах цієї системи проявляють великі не-
ґативні відхили від ідеальних розчинів, що спричинено сильною 

взаємодією з іншими компонентами. Активності двох інших ком-
понентів демонструють помірні відхили від Раулевого закону. Це 

корелює з їхніми парціяльними ентальпіями змішання. За темпе-
ратури у 1350 К мінімальна Ґіббсова енергія дорівнює −18,1 

кДж/моль, а ∆Smin = −2,2 Дж/(моль⋅К). Таким чином, одержано всю 

інформацію про термодинамічні властивості вивчених розтопів си-
стеми Al–Mg–Si. 
 Термохемічні властивості розтопів системи Al–Mg–Si вказують 

на те, що найбільш сильні зв’язки між різнойменними атомами ут-
ворюються в розтопах, близьких за складом до фази Mg2Si, що ха-
рактеризується високими температурами топлення та значними 

енергіями взаємодії між різнойменними атомами. Одержані термо-
динамічні властивості вивчених розтопів можуть бути використані 
для прогнозування аналогічних характеристик розтопів четверних 

і більш багатокомпонентних систем. 

4. ВИСНОВКИ 

1. Розраховані за координатами ліній ліквідусу діяграми стану сис-
теми Mg–Si в області рівноваги Силіцій–розтоп з використанням 

виведеного рівняння значення активностей Si в розтопах є вірогід-
ними, оскільки вони добре узгоджуються із літературними змоде-
льованими даними та визначеними найбільш точним методом ЕРС. 
2. Показано, що активності обох компонентів у розтопах системи 

Mg–Si відрізняються між собою, але всі вони проявляють великі 
неґативні відхили від таких для ідеальних розчинів. 
3. Встановлено, що ентальпії змішання розтопів системи Mg–Si 
прямо пропорційно залежать від температури. Це зумовлено тим, 

що ковалентні зв’язки у Si розриваються легше за високої Т; тому 

ентальпії змішання розтопів системи Mg–Si за 1350 К є більш екзо-
термічними. 
4. Вперше досліджені методою калориметрії парціяльні й інтеґра-
льні ентальпії змішання розтопів променевого перерізу хAl/хMg = 

= 0,5/0,5 потрійної системи Al–Mg–Si за 1319 ± 2 К демонструють 
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великі екзотермічні теплові ефекти. Встановлено, що SiH∆  = 

= −79 ± 6 кДж/моль, а мінімальна ентальпія змішання розтопу, ви-
значена екстраполяцією, дорівнює −16,1 ± 0,6 кДж/моль і припадає 

на стоп з xSi = 0,45. 
5. Показано, що з додаванням у розтоп потрійної системи Al–Mg–Si 
Силіцію тепловий ефект його розчинення спочатку зростає, а з 

xSi = 0,45 — зменшується. Це зумовлено розривом слабких зв’язків 

Al–Mg й утворенням зв’язків з більшою енергією між Mg і Si. Міні-
мум ∆Н для потрійних розтопів системи Al–Mg–Si припадає на об-
ласть концентрацій стопів, що знаходяться поблизу сполуки Mg2Si 
(Ттоп. = 1358 К), яка топиться конґруентно. Одержані термохемічні 
властивості розтопів системи Al–Mg–Si вказують на те, що най-
більш сильні зв’язки між різнойменними атомами утворюються в 

стопах, близьких за складом до фази Mg2Si, які, ймовірніше за все, 
характеризуються теж високими температурами топлення. 
6. Визначені експериментально ентальпії змішання розтопів систе-
ми Al–Mg–Si найліпше узгоджуються із розрахованими за моделем 

Редліха–Кістера–Муджіану з потрійним внеском у −125 кДж/моль. 

За вказаним моделем розрахували також активності компонентів, 
Ґіббсові енергії й ентропії змішання розтопів даної системи. Актив-
ності Силіцію в розтопах цієї системи проявляють великі неґативні 
відхили від таких для ідеальних розчинів, що викликано сильною 

взаємодією з іншими компонентами. Активності двох інших ком-
понентів демонструють помірні відхили від Раулевого закону. За 

температури у 1350 К мінімальна Ґіббсова енергія дорівнює −18,1 

кДж/моль, а ∆Smin = −2,2 Дж/(моль⋅К). 
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Аналіза впливу леґувальних елементів і температури відпалу 

на мікроструктуру стопів Zr–Nb–Sn і механічні властивості 
під час деформацій 

В. О. Харченко*,**, Д. О. Харченко*, О. М. Щокотова*, 

О. Б. Лисенко*, С. В. Кохан*, Д. В. Лейких*, А. В. Дворниченко**  

*Інститут прикладної фізики НАН України,  
 вул. Петропавлівська, 58,  
 40000 Суми, Україна 
**Сумський державний університет,  
 вул. Харківська, 116,  
 40007 Суми, Україна 

У статті досліджено динаміку мікроструктурних перетворень та еволю-
цію ансамблю вакансій під час термічного оброблення стопів Zr–Nb–Sn на 

основі цирконію з низькою концентрацією леґувальних елементів у рам-
ках числового моделювання на основі моделю фазового поля. Вивчено 

вплив леґувальних елементів і температури відпалу на кінетичні та ста-
тистичні властивості еволюції мікроструктури, дефектної структури та 

механічних властивостей стопів. Виявлено, що у процесі термічного обро-
блення випадають збагачені на Ніобій преципітати β-фази; Станум і рів-
новажні вакансії з більшою концентрацією сеґреґують на межах β-фази 

поза преципітатами. Встановлено, що підвищення температури відпалу 
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і/або концентрації Стануму та Ніобію спричиняють утворення преципіта-
тів. Додавання Стануму приводить до утворення більшої кількости дріб-
них преципітатів, а зменшення концентрації Ніобію значно понижує їх-
ню густину в стопі. Виявлено, що пониження температури відпалу приво-
дить до поліпшення механічних властивостей, а додавання Стануму при-
водить вищих значень меж плинности та міцности для стопу. 

Ключові слова: метод фазового поля, числове моделювання, преципітати 

вторинних фаз, статистичні характеристики. 

We study the dynamics of microstructural transformations and the evolution 

of vacancies’ ensemble during the heat treatment of Zr–Nb–Sn alloys with a 

low concentration of alloying elements by the phase-field modelling. An in-
fluence of alloying elements and annealing temperature on the kinetic and 

statistical properties of the evolution of the microstructure, defect struc-
ture, and mechanical properties of the alloys is examined. As found, during 

heat treatment, niobium-enriched β-phase precipitates emerge, while tin and 

equilibrium vacancies with higher concentration segregate at the boundaries 

of the β-phase outside the precipitates. As established, increasing the anneal-
ing temperature and/or the concentration of tin and niobium induces the 

precipitates’ nucleation. The addition of tin leads to the formation of a larger 

number of smaller precipitates, while reducing the concentration of niobium 

decreases significantly their density. As shown, reducing the annealing tem-
perature improves the mechanical properties. An addition of tin results in 

elevated values of the yield and strength limits for the alloy. 

Key words: phase-field method, numerical modelling, precipitates of second-
ary phases, statistical properties. 

(Отримано 21 лютого 2025 р.; остаточн. варіянт — 2 липня 2025 р.) 
  

1. ВСТУП 

Протягом кількох десятиліть стопи на основі цирконію широко ви-
користовуються як оболонкові матеріяли завдяки їхньому малому 

перерізу вбирання теплових нейтронів, добрій пластичності, від-
мінним корозійній і водневій стійкостям, а також високій механіч-
ній міцності. Поліпшені матеріяльні властивості цих стопів зумов-
лено мікроструктурними особливостями, пов’язаними з наявністю 

Ніобію. Виділення фази β-Nb, яка має об’ємноцентровану кубічну 

структуру, у матриці α-Zr з гексагональною щільнопакованою 

структурою сприяє підвищенню корозійної стійкости [1–6]. 
 У комерційних стопах, модифікованих Ніобієм, що використо-
вуються в дослідницьких і промислових реакторах, наприклад 

ZIRLO, Zr–1% Nb і Zr–2,5% Nb, концентрація Nb варіюється від 1 

до 3% мас. на відміну від низького вмісту традиційних елементів 

(Sn, Fe, Cr, Ni), які додаються для поліпшення фізичних, механіч-
них і корозійних властивостей оболонкових матеріялів. 
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 Було встановлено, що утворення ніобійових (β-Nb) включень 

значною мірою залежить від додаткових леґувальних елементів че-
рез їхню високу хемічну реактивність із Цирконієм. Розмір вклю-
чень β-Nb визначається вмістом додаткових елементів, температу-
рою відпалу та технологією виготовлення. Експериментальні дані 
щодо статистики утворення включень ніобію дають значення їхньо-
го розміру (діяметра) у діяпазоні 13–57 нм з густиною у (1–
4)⋅1014

 см−3
 за температур у 573–873 К і різного вмісту додаткових 

леґувальних елементів [7–14]. 
 Корозія цирконію гальмується присутністю великої кількости на-
норозмірних включень [15–20]. Станум додається для поліпшення 

міцности матеріялу та його плазучости. Він також понижує швид-
кість водневої корозії цирконію [21]. Концентрацію Sn у цирконійо-
вих стопах обмежено 1,5% мас., оскільки підвищений вміст Стануму 

неґативно впливає на корозійну стійкість. Станум у малих концент-
раціях зазвичай рівномірно розчинений у матриці та діє як пастка 

для вакансій, уповільнюючи дифузію атомів Ніобію до включень. 
 Теоретичні дослідження цирконійових стопів, леґованих Стану-
мом і Ніобієм, показують, що атоми Стануму схильні розчинятися в 

матриці α-Zr, локалізуючи вакансії, тоді як атоми Ніобію форму-
ють кластери β-фази та мають відштовхувальну взаємодію з вакан-
сіями [22, 23]. У цьому випадку виникає проблема вивчення лока-
льного перерозподілу концентрацій двох видів атомів і вакансій у 

системах із надмалим вмістом леґувальних елементів, коли утво-
рюються включення стабільного розміру. Відомо, що такі включен-
ня діють як бар’єри для руху дислокацій, що приводить до підви-
щення межі плинности матеріялу. Включення β-Nb спричиняють 

локальні пружні напруження, які впливають на зміну міцности за 

механічних навантажень і формування площин зсуву під час дефор-
мації. 
 Дослідження розвитку дефектної структури навколо таких 

включень дає змогу ліпше зрозуміти особливості взаємодії між 

включеннями та дефектами під дією зовнішніх навантажень. Зага-
лом, вивчення локального перерозподілу леґувальних елементів за-
лишається актуальною проблемою для багатокомпонентних стопів, 
коли включення вторинної фази впливають на їхні фізичні та меха-
нічні властивості. Раніше було показано, що завдяки сильній взає-
модії між включеннями та дислокаціями, щільно розподілені вклю-
чення значно поліпшують механічні характеристики шляхом зміц-
нення за Орованом [24]; включення можуть збільшувати границю 

плинности та міцність на розрив, понижуючи пластичність матері-
ялу [25, 26]. 
 Істотний проґрес у теоретичному вивченні цих ефектів було дося-
гнуто завдяки класичним підходам, розробленим Каном і 
Хілліярдом [27–31], і їхньому узагальненню в межах теорії фазово-
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го поля [32–37]. Підхід фазового поля є найпотужнішим методом, 
що включає термодинамічні потенціяли компонентів стопу та кон-
центрації точкових дефектів [32, 34, 35, 38]. Цей метод широко ви-
користовується для дослідження фазових перетворень у бінарних і 
багатокомпонентних стопах під час термічного оброблення з лока-
льним перерозподілом компонентів і дефектів [33, 39, 40]. Його за-
стосовували для аналізи механічної відповіді на зовнішні наванта-
ження [41, 42], а також для опису радіяційних пошкоджень у різ-
них матеріялах, включаючи утворення та ріст дислокаційних пе-
тель і порожнин, формування/розчинення вторинних фаз (див., 

наприклад, [39, 40, 42–46]). Цей метод також було успішно вико-
ристано для вивчення мартенситного перетворення, індукованого 

на межі поділу матриця–включення [47, 48]. Зазвичай у моделю-
ванні фазового поля розглядається просторово-часова еволюція 

концентрації леґувальних елементів. Для відповідних числових 

симуляцій можуть застосовуватися різні обчислювальні методи, 

такі як метод скінченних ріжниць, метод Фур’є-перетвору та метод 

скінченних елементів (див., наприклад, [49] та посилання там). 
 Більшість результатів моделювань мікроструктурних перетво-
рень методом фазового поля стосується концентрованих стопів (з 

високим вмістом основних леґувальних елементів). Моделювання 

систем із надмалою концентрацією леґувальних елементів стика-
ється з обчислювальними проблемами, пов’язаними з урахуванням 

ентропійного внеску в термодинамічний потенціял, що набуває ду-
же малих значень порівняно з іншими внесками у цей потенціял. 
 У даній роботі проводиться теоретичне дослідження динаміки 

випадіння преципітатів β-Nb у стопах Zr–Nb–Sn на основі цирконію 

з малою концентрацією леґувальних елементів під час відпалу тве-
рдого розчину у рамках теорії фазового поля з використанням мето-
дики числового моделювання. Буде встановлено вплив температури 

відпалу та концентрації леґувальних елементів (Ніобію та Стануму) 

на статистичні характеристики преципітатів і механічні властивос-
ті стопів за зовнішніх навантажень. 
 Роботу організовано наступним чином. У розділі 2 наведено фор-
малізм, який використовується під час моделювання методом фазо-
вого поля. У третьому розділі буде проведено аналізу на стійкість 

однорідних станів щодо неоднорідних збурень з метою встановлен-
ня впливу температури відпалу та концентрації домішок на серед-
ній період просторового розташування преципітатів β-фази. У чет-
вертому розділі наведено результати числового моделювання. Тут 

досліджується еволюція середнього розміру преципітатів та їхньої 
кількости й вплив домішок і температури на статистичні характе-
ристики преципітатів. У п’ятому розділі проводиться аналіза меха-
нічних властивостей під час моделювання зовнішніх навантажень 

для стопів з різною концентрацією елементів за різних температур 
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відпалу. Основні висновки роботи подано в останньому розділі. 

2. МОДЕЛЬ ФАЗОВОГО ПОЛЯ 

Для опису потрійного стопу Zr–Nb–Sn використовуються атомові 
концентрації Zr, Nb і Sn як неперервні поля, що еволюціонують у 

просторі r і часі t, позначені як cµ(r, t) = Nµ(r, t)/N, де µ = {Zr, Nb, 
Sn}, Nµ(r, t) — кількість атомів сорту µ, N — загальна кількість ато-
мів. Враховуючи, що атоми Sn виступають пастками для вакансій, 
розглядається підсистема вакансій, описувана концентрацією 

cν(r, t) = Nν(r, t)/N. Міжвузлові атоми не враховуються безпосеред-
ньо через їхню малу концентрацію порівняно з вакансіями. Крім 

того, оскільки дифузія атомів Nb та Sn відбувається здебільшого за 

вакансійним механізмом, далі ми нехтуємо внеском міжвузлових 

атомів у термодинаміці. 
 Система розглядається у фіксованому об’ємі V із законом збере-
ження маси 1cµµ

=∑ . Рівноважні вакансії не враховуються у ба-

лансі маси через їхню малу концентрацію відносно компонентів 

стопу. У такому випадку повна Ґіббсова енергія записується як су-
ма компонентів, що визначають термодинаміку системи [50]: 

 tot Zr Nb Sn vG G G− −= + , (1) 

де GZr–Nb–Sn відповідає властивостям стопу, а Gv — підсистемі вакан-
сій. Молярна Ґіббсова енергія стопу задається як 

 ref id ex
Zr Nb SnG G G G− − = + + . (2) 

Тут 
ref 0G G cµ µµ

= ∑  — Ґіббсова енергія, яка визначається потенція-

лами 
0Gµ  з використанням методики CALPHAD [51]: 

0 2
Zr

0 2
Nb

0 2
Sn

7829 125,65 24,16 ln 0,0044 34971 / ,

8519 142,05 26,47 ln 0,0002 93398 / ,

6424,7 0,395 8,259 ln 0,0168 1081244 / .

G T T T T T

G T T T T T

G T T T T T

= − + − − −

= − + − − +

= − − − −

 

Доданок 
id lnG RT c cµ µµ

= ∑  задає ентропійний внесок, пов’язаний з 

випадковим перемішуванням атомів, R — газова стала, T — темпе-
ратура, а 

ex ( )G c c L Tµ ν µν=  визначається залежними від температури 

коефіцієнтами взаємодії [51]: 

ZrNb ZrSn NbSn15911 3,35 ,  148022,5 19,4074 ,  15439,95.L T L T L= + = − + =  
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Енергії 
0
ZrG  і 

0
SnG  взято для чистих матеріялів у α-Zr, енергію 

0
NbG  

обрано для чистого Nb у β-фазі згідно з базою даних SGTE (Scientific 

Group Thermodata Europe) [51]. 
 Внесок вакансійної підсистеми записується у вигляді: 

 f id int
v v v vG G G G= + + . (3) 

Енергія формування вакансій — 
f f, 0
v vG G cµ

µµ
= ∑ , де 

f,
vG µ

 визначає 

енергію формування вакансій у чистому µ-матеріялі, 
0cµ  — номіна-

льна концентрація елемента. Відповідний ентропійний внесок має 

вигляд 
id
v v vlnG RTc c= . Складова 

int
vG  описує взаємодію вакансій із 

атомами стопу і може бути записана у вигляді 
int int
v v vG c c Gµ −µµ

= ∑ , де 

int 1 f,
v coh vG Z G G− µ µ

−µ = + . Тут cohGµ
 — відповідна енергія когезії, Z = 12 — 

координаційне число. 
 Загальний вираз для Ґіббсової енергії набуває вигляду: 

Nb

0 0 0 f
tot Zr Sn v Zr Zr Nb Nb Sn Sn v v

Zr Zr Nb Nb Sn Sn v v

int int int
Zr Nb ZrNb Zr Sn ZrSn Nb Sn NbSn v Zr v Zr Nb v Nb Sn v Sn

( , , , )

( ln ln ln ln )

( ).

G c c c c G c G c G c G c

RT c c c c c c c c

c c L c c L c c L c c G c G c G− − −

= + + + +

+ + + + +

+ + + + + +

(4) 

 Функціонал Ґіббсової енергії записується у вигляді 

 1 2 2
m tot v v v[ ( , ) ( ) ( ) ]V dV G c c c c−

µ µ µ
µ

= + κ ∇ + κ ∇∑∫F , (5) 

де Vm — молярний об’єм і враховано ґрадієнтні енергії κµ та κv, які 
визначаються у такий спосіб: κ = LZrNbl2/6, κµ = κv = κ, l = δ0/2 — дов-
жина когерентности, δ0 — ширина міжфазної межі. Подальша ана-
ліза ґрунтується на рівняннях Кана–Хілліярда: 

 ,vtc M
cµ µ

µ µ

 δ
∂ = ∇ ∇   δ 

∑ F
, (6) 

де Mµ,v — коефіцієнти мобільности. Для опису реалістичної карти-
ни випадіння преципітатів β-Nb у стопах Zr–Nb–Sn з малою конце-
нтрацією домішок будемо розглядати динаміку концентраційних 

полів cZr і cSn (разом із динамікою поля вакансій cv), а концентрацію 

cNb будемо визначати із закону збереження маси. Такий підхід 

уможливлює моделювати кінетику розпаду фаз у стопах Zr–Nb–Sn, 
уникаючи синґулярностей у хемічному потенціялі. Подібний метод 

був успішно застосований для дослідження процесів утворення та 

росту преципітатів β-Nb у стопах на основі цирконію [52, 53]. 
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 Відповідно до стандартного підходу фазового поля для фазового 

розпаду в потрійних системах, ми використовуємо мікроскопічні 
дифузійні рівняння Онсаґерового типу, запропоновані Хачатуря-
ном [30]. Використовуючи раніше одержаний формалізм, наведе-
ний у роботах [54–57], ми одержуємо таку систему зв’язаних нелі-
нійних рівнянь, що включає всі дифузійні потоки від усіх компоне-
нтів, як це було показано в [58]: 

 

Zr Zr,Zr Zr,Sn
Zr Sn

Sn Sn,Sn Zr,Sn v v
Sn Zr v

,

,  .

t

t t

c M M
c c

c M M c M
c c c

   δ δ
∂ = ∇ ∇ + ∇   δ δ    

     δ δ δ
∂ = ∇ ∇ + ∇ ∂ = ∇ ∇     δ δ δ     

F F

F F F
 (7) 

 Коефіцієнти хемічної рухливости MZr,Zr, MSn,Sn і MZr,Sn визнача-
ються наступним чином [58, 59]: 

 

2
Zr,Zr Zr Zr Zr Zr Sn Sn Zr Nb Nb

2
Sn,Sn Sn Sn Sn Sn Zr Zr Sn Nb Nb

Zr,Sn Zr Sn Nb Nb Zr Zr Sn Sn

[(1 ) ],

[(1 ) ],

[ (1 ) (1 ) ].

M c c M c c M c c M

M c c M c c M c c M

M c c c M c M c M

= − + +

= − + +

= − − − −

 (8) 

Тут Mµ = (RT)−1VmDµ — відповідний коефіцієнт рухливости чистого 

елемента, Dµ — відповідний коефіцієнт дифузії. Рухливість вакан-
сійного ансамблю вибирається у стандартному вигляді: 
Mv = (RT)−1VmDvcv, де Dv — коефіцієнт дифузії вакансій. 
 Для дослідження механічної реакції системи на зовнішні наван-
таження використаємо теоретичний підхід, заснований на методах, 
розроблених у роботах [41, 60–64]. Для цього уведемо поле зміщень 

u і тензор деформацій у стандартний спосіб: εi,j = (∂iuj + ∂jui)/2, де i, 
j ∈ {x, y, z}. Для пружньої енергії системи можна записати: 

 2 c
el el( , ) / 2 ({ }) ( ,{ })ij ij ijG u c K G cµ µ= ε + Φ ε + ε . (9) 

Тут ми розглядаємо більш загальний випадок, коли модуль пруж-
ности K є залежною від концентрації величиною, тобто K = K({cµ}). 
Другий член у правій частині рівняння (9) описує одновісну та зсу-
вну пружні складові, що залежать від кристалографічної симетрії 
системи. Третій член відповідає за взаємозв’язок між складом і ди-
лятаційною деформацією εij. Щоб визначити ефективний модуль 

пружности, покладемо [65]: 

mNb Zr
0 1 Nb 1 Nb Nb Nbm

Nb Nb

, ,
K K

K K K c K c c c
c cβ

−
= + ∆ = ∆ = −

−
. 

 Для пружньої складової Φ({εij}) можна записати: 
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 2 3 4 5 6({ }) ( , ) ( , , )ij e e e e eΦ ε = Θ + Ψ , (10) 

де одновісна пружня енергія Θ(e2, e3), що характеризує зміну пруж-
ньої енергії внаслідок стискання або розтягування, має вигляд: 

 3
2

4
3 cos(2 ) cos(2 ) cos

8 3

e
e e+ −

 π µ
Θ = − π − π −  π   

, (11) 

тоді як внесок зсувної пружньої енергії має форму 

 ( )4 5 62
3 cos(2 ) cos(2 ) cos 4

4
e e e

µ
 Ψ = − π − π − π π

. (12) 

 Модуль зсуву µ пов’язаний з об’ємним модулем K стандартним 

чином. Тут ми використовуємо визначення елементарних компо-
нент деформації: 

1 2 3

4 5 6

, ,  (2 ) 3 ,

,  , .

x x y y z z x x y y z z x x y y

x y y x y z z y z x x z

e u u u e u u e u u u

e u u e u u e u u

= ∂ + ∂ + ∂ = ∂ − ∂ = ∂ − ∂ − ∂

= ∂ + ∂ = ∂ + ∂ = ∂ + ∂
(13) 

Деформації e2 й e3 є тетрагональними, а e4, e5 і e6 — зсувними. Також 

вводиться позначення ε± = e2 ± e3 3 . Для малих деформацій у межах 

теорії лінійної пружности одержуємо стандартні вирази: 
2 2
2 3( ) / 2e eΘ ≅ µ + , 

2 2 2
4 5 6( ) / 2e e eΨ ≅ µ + + . Додатковий пружній внесок 

c
elG , зумовлений невідповідністю ґратниці, відповідно до Веґардово-

го закону береться у формі [41, 60–64] 
c
el 1 NbG e c= α ∆ . Тут параметер 

зв’язку α визначає взаємозв’язок між складом і зміною об’єму; далі 
ми покладаємо α = 2µNb. Динаміка вектора пружніх зміщень u під ді-
єю механічних навантажень описується рівнянням [41] 

 2
0 ttρ∂ = η ∇ + ∇v v σ , (14) 

де v = ∂tu — швидкість ґратниці, ρ — середня густина маси, η0 — ко-
ефіцієнт зсувної в’язкости, а σt = {σij} — симетричний тензор пруж-
ніх напружень, де σii = ∂Gel/∂εii та σij = (1/2)∂Gel/∂εij (i ≠ j). Зовнішнє 

механічне навантаження прикладається у вигляді зсувної дефор-
мації γ = vγt, де vγ — стала швидкість деформації. 
 Усі параметри для моделювання зібрано в табл. 1. 

3. АНАЛІЗА СТІЙКОСТИ ПРОСТОРОВИХ ЗБУРЕНЬ 

З метою аналізи впливу температури відпалу T та композиції стопу 

Zr–Nb–Sn на просторовий розподіл преципітатів β-фази в об’ємі за-
стосуємо методику аналізи на стійкість однорідних стаціонарних 

станів щодо неоднорідних збурень. На цьому етапі будемо вважати, 



АНАЛІЗА ВПЛИВУ ЛЕҐУВАЛЬНИХ ЕЛЕМЕНТІВ І ТЕМПЕРАТУРИ ВІДПАЛУ 1157 

що рівноважні вакансії однорідно розподілені в об’ємі стопу та нех-
туємо їхнім внеском. Проведемо аналізу атомової системи, що опи-
сується першими двома рівняннями системи (7). Для цього розгля-
немо збурення 

0c c cµ µ µδ = −  і будемо шукати його розв’язок у вигля-
ді δcµ ∝ exp(λt + ikr), де k — хвильове число, а λ = λ(k) — показник 

стійкости. Підставляючи його в рівняння (7) будуємо матрицю 

Якобі та, використовуючи умову рівности її детермінанта нулю, 
одержуємо квадратне рівняння для показника стійкости λ залежно 

від хвильового числа k. Типові залежності λ(k) для різних стопів за 

різних температур подано на рис. 1, а. 
 Видно, що показник стійкости для поля концентрації Ніобію 

λZr > 0 із k ∈ (0, k0) незалежно від температури та композиції, що свід-
чить про можливість реалізації процесів фазового розшарування 

концентрації Цирконію: формування збагачених і збіднених на cZr 

областей об’єму. Тут k = kmax відповідає найбільш нестійкій моді та 

ТАБЛИЦЯ 1. Параметри для моделювання. 

TABLE 1. Parameters for modelling. 

Параметер Значення Розмірність Посилання 
Параметри ґратниці для Zr 

(a, c) 
(3,2, 5,14)⋅10−8 см  

Атомний об’єм Ω0 3,32⋅10−23 см3  
Рівноважна концентрація ва-

кансій cv0 
f,Zr
v0,54 exp( )BE k T−   [66] 

Енергія формування вакансій 
f,Zr
vE  1,8 еВ [66] 

Енергія формування вакансій 
f,Nb
vE  2,7 еВ [67] 

Енергія формування вакансій 
f,Sn
vE  0,94 еВ [23] 

Енергія когезії Nb
cohE  7,5 еВ [67] 

Енергія когезії Zr
cohE  6,3 еВ [67] 

Енергія когезії Sn
cohE  3,15 еВ [68] 

Об’ємний модуль KZr 97 ГПа [69–71] 
Об’ємний модуль KNb 170 ГПа [72] 
Об’ємний модуль KSn 58 ГПа [73] 

Ширина міжфазної межі δ0 5 нм [74] 
Коефіцієнт дифузії Nb у α-Zr 

DNb 
6,6⋅10−10 

exp(−15851/kBT) м2/с [74] 

Коефіцієнт дифузії Sn у α-Zr 

DSn 
3,12⋅10 

exp(−2,74/kBT) м2/с [75] 

Коефіцієнт дифузії вакансій 

Dv 
2,2⋅10−2 

exp(−0,93/kBT) см2/с [76] 
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визначає середній період просторових неоднорідностей d ∝ 2π/k і 
може асоціюватися із середнім розміром преципітатів вторинної 
фази. 
 З рисунку 1, а видно, що як температура відпалу, так і концент-
рація домішок (Nb, Sn) впливає на просторовий розподіл просторо-
вих неоднорідностей kmax і кількість нестійких мод k0. Воднораз, 
Станум однорідним чином розподілятиметься в об’ємі стопу, оскі-
льки λSn < 0 для всіх значень хвильових чисел k. Залежності kmax від 

температури відпалу, концентрації Ніобію та концентрації Стануму 

— на рис. 1, б, в, г відповідно. З рисунку 1, б видно, що збільшення 

температури відпалу приводить до зменшення періоду просторових 

нестійкостей kmax, а отже, до збільшення середньої віддалі між пре-

  
а б 

  
в г 

Рис. 1. Типові залежності λ(k) для різних стопів за різних температур (а); 
залежності найбільш нестійкої моди kmax від: температури відпалу (б), 
концентрації Ніобію (в), концентрації Стануму (г). 

Fig. 1. Typical dependences λ(k) for different alloys at different temperatures 

(а); dependences of the most unstable mode kmax on: annealing temperature 

(б), concentration of niobium (в), concentration of tin (г). 
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ципітатами β-фази (або їхнього середнього лінійного розміру). Вод-
ночас, додавання Стануму у стоп істотно збільшує значення kmax за 

помірних температур. Зменшення концентрації Ніобію впливає ана-
логічним чином, що відображено на рис. 1, в. Зі збільшенням конце-
нтрації Стануму у стопі значення kmax монотонно зростає (див. рис. 1, 
г). Таким чином, можна очікувати, що збільшення температури від-
палу, збільшення концентрації Ніобію та зменшення концентрації 
Стануму у стопах Zr–Nb–Sn приведе до збільшення середньої віддалі 
між преципітатами β-фази та їхнього лінійного розміру. 

4. ЧИСЛОВЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСІВ ВИПАДІННЯ 

ПРЕЦИПІТАТІВ 

Для перевірки одержаних результатів у рамках лінійної аналізи на 

стійкість далі проведемо числове моделювання процесів випадіння 

преципітатів β-фази під час відпалу твердого розчину за фіксованої 
температури. Для цього будемо чисельно розв’язувати систему рів-
нянь (7) на квадратній ґратниці розміром L×L з лінійним розміром 

L = N∆x із N = 128 вузлами в кожному напрямку й ефективним па-
раметром розрахункової ґратниці ∆x = 1, використовуючи спектра-
льний Фур’є-метод [49, 77, 78] з періодичними крайовими умова-
ми. Для зручности проводимо знерозмірнення системи рівнянь (7) 
шляхом уведення безрозмірного часу t = tl2/DNb і безрозмірної від-
далі r = r/l. Інтеґрування рівнянь (7) за часом проводиться з кроком 

∆t = 10−3. У якості початкової конфіґурації оберемо твердий розчин 

з номінальними концентраціями леґувальних елементів 
0cµ  і рівно-

важною концентрацією вакансій 
0
vc  однорідно розподіленими в 

об’ємі: 0( ,0)c cµ µ< >=r , 
0

v v( ,0)c c< >=r , 
0 2 2 0( ( ,0) ) 10c c c−

µ µ µ< − >=r , 
0 2 2 0

v v v( ( ,0) ) 10c c c−< − >=r . Ми розглянемо три конфіґурації твердого 

розчину: Zr–2,5%, Zr–2,5% Nb–1,0% Sn та Zr–1,0% Nb–1,0% Sn, 
які будемо піддавати термічному обробленню за різних температур 

T ∈ [525, 700] К з метою дослідження динаміки випадіння преципі-
татів β-фази й аналізи впливу леґувальних елементів і температури 

відпалу на основні статистичні властивості мікроструктури стопу 

та механічні властивості за зовнішніх навантажень. 
 У якості тестового зразка розглянемо твердий розчин Zr–2,5% 

Nb–1,0% Sn, який термічно обробляється за температури T = 573 К. 
Типовий сценарій процесу випадіння преципітатів показано на рис. 
2. Тут концентрації Ніобію (верхній рядок), Стануму (середній ря-
док) і рівноважні концентрації вакансій (нижній рядок) нанесено 

від синього (нуля) до червоного (максимальне значення) в різні мо-
менти часу відпалу. 
 З рисунку видно, що з плином часу після певного інкубаційного 

періоду tc з гомогенного розподілу (твердого розчину) починають 

виділятися збагачені та збіднені на концентрацію Ніобію (верхній 
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рядок) преципітати. У результаті вже після 13 діб відпалу виділя-
ються преципітати β-фази, збагачені на концентрацію Ніобію (чер-
воні області). На цій стадії Станум майже рівномірно розподілений 

в об’ємі, тоді як рівноважні вакансії з більшою концентрацією се-
ґреґують на межах β-фази (поза преципітатами) За подальшого від-
палу утворені преципітати починають взаємодіяти один з одним. Ці 
ефекти приводять до того, що загальна кількість преципітатів по-
чинає зменшуватися за рахунок того, що малі виділення (з розмі-
ром, меншим за критичний) розчиняються. Водночас великі пре-
ципітати забирають матеріял з матриці та продовжують збільшува-
тися у розмірах за Оствальдовим сценарієм дозрівання. За довго-
тривалого відпалу процеси зростання преципітатів зупиняються, а 

мікроструктура стопу стає стаціонарною та характеризується пев-
ною кількістю (густиною) Np преципітатів β-фази з середнім ліній-
ним розміром <Rp>. Характерно, що у стаціонарному режимі всі 
преципітати характеризуються майже однаковими розмірами. Ста-
нум і рівноважні вакансії з більшою концентрацією зосереджено на-
вколо преципітатів ніобію (на межі поділу фаз). Такий результат є 

справедливим, оскільки Станум виступає у ролі пасток для вакансій 

і тримає їх коло себе. 
 Далі проаналізуємо вплив леґувальних елементів (Ніобію й Ста-
нуму) та температури відпалу на динаміку випадіння преципітатів 

(інкубаційний час tc). Відповідні результати подано на рис. 3. Вид-

 

Рис. 2. Ілюстрації поля концентрації Ніобію cNb(r), Стануму cSn(r) та рівно-
важних вакансій cv(r) під час відпалу твердого розчину Zr–2,5% Nb–1,0% 

Sn за температури T = 573 К. 

Fig. 2. Snapshots of the concentration fields of niobium cNb(r), tin cSn(r) and 

equilibrium vacancies cv(r) during annealing of a solid solution Zr–2.5% Nb–
1.0% Sn at a temperature T = 573 K. 
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но, що збільшення концентрації Стануму у твердому розчині інду-
кує процеси випадіння преципітатів β-фази, зменшуючи значення 

tc (див. рис. 3, а). Воднораз цей ефект є істотним за менших темпе-
ратур (див. криві для T = 573 К і T = 623 К). Крім того, збільшення 

температури відпалу також пришвидшує процеси випадіння β-
фази, що добре видно з рис. 3, б. Аналогічний ефект спостерігається 

зі збільшенням концентрації Ніобію у твердому розчині (див. криві 
для розчинів Zr–2,5% Nb–1,0% Sn і Zr–1,0% Nb–1,0% Sn). 
 З метою встановлення впливу леґувальних елементів (Ніобію й 

Стануму) та температури відпалу на статистичні властивості пре-
ципітатів β-фази (середній розмір <Rp> і густину <Np>) ми провели 

10 незалежних експериментів для кожної конфіґурації з табл. 2. 
Залежності <Rp>(t) та <Np>(t) подано на рис. 4. Видно, що після 

  
а б 

Рис. 3. Залежності інкубаційного часу tc від: концентрації Стануму для 

твердих розчинів з 2,5% Ніобію (а), температури відпалу для різних твер-
дих розчинів (б). 

Fig. 3. Dependences of the incubation time tc on: concentration of tin for solid 

solution containing 2.5% of niobium (а), annealing temperature for different 

solid solutions (б). 

ТАБЛИЦЯ 2. Концентрація леґувальних елементів і температура відпалу. 

TABLE 2. Content of alloying elements and annealing temperature. 

Номер  

конфіґурації 
Концентрація  

Ніобію, % 
Концентрація  

Стануму, % 
Температура 

відпалу, К 
1 2,5 0,0 573 
2 2,5 1,0 573 
3 1,0 1,0 573 
4 2,5 1,0 593 
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t = tc кількість преципітатів і їхній середній розмір стрімко зроста-
ють з часом і досягають стаціонарних значень. Водночас додавання 

Стануму до твердого розчину не впливає на швидкість зростання 

обох залежностей, а приводить до реалізації більшої кількости 

менших за розміром преципітатів (див. криві 1 і 2 на рис. 4). 
 Зменшення концентрації Ніобію не має істотного впливу на сере-
дній розмір преципітатів (незначне зменшення <Rp>), проте приво-
дить до істотного зменшення їхньої густини у стопі (див. криві 2 і 3 

на рис. 4). З підвищенням температури відпалу процеси випадіння 

преципітатів відбуваються швидше, тоді як у стаціонарному режи-
мі істотного впливу на статистичні характеристики преципітатів не 

спостерігається: незначне збільшення як <Rp>, так і <Np> (див. 
криві 2 і 4 на рис. 4). Одержані результати щодо залежности стаціо-
нарного значення середнього розміру преципітатів Ніобію від кон-
центрації леґувальних елементів і температури відпалу добре узго-
джуються з результатами аналізи на стійкість, проведеної у попе-
редньому розділі. 
 Наприкінці розділу проаналізуємо розподіли преципітатів за ро-
змірами Rp/<Rp> для чотирьох конфіґурацій, поданих у табл. 2. На 

рисунку 5, а показано типові ілюстрації (для одного експерименту) 
поля концентрації Ніобію cNb(r) для різних конфіґурацій з табл. 2 у 

стаціонарному режимі. На рисунку 5, б різними маркерами наведе-
но розраховані нормовані розподіли преципітатів за розмірами для 

  
а б 

Рис. 4. Залежності середнього лінійного розміру преципітатів <Rp> (а) та 

їхньої середньої густини <Np> (б) від часу для різних конфіґурацій твердо-
го розчину (температура відпалу з табл. 2). 

Fig. 4. Dependences of the mean linear size of precipitates <Rp> (а) and their 

mean number density <Np> (б) on annealing time for different configurations 

of the solid solution (annealing temperature from Table 2). 
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конфіґурацій з табл. 2 із використанням результатів десятьох екс-
периментів. Видно, що, незалежно від концентрації леґувальних 

елементів (Ніобію й Стануму) та температури відпалу, розподіл 

f(Rp/<Rp>) є універсальним із найбільш ймовірним розміром 
f,Zr
vE . 

Статистична аналіза функції розподілу преципітатів за розміром 

має вигляд розподілу Ліфшиця–Сльозова–Ваґнера (LSW) з хвоста-
ми, що спостерігаються для Rp > <Rp> (див. рис. 5, б). Слід зазначи-
ти, що розподіл LSW у його ориґінальній формі [79, 80] не підхо-
дить безпосередньо через те, що він має розширений спектер части-
нок за розміром (штрихова крива на рис. 5, б). Точніша апроксима-
ція (суцільна крива) дається за допомогою підходу Маркюзе та Роу-
за (MR). Це пов’язано з повільною динамікою Rp, яка реґулюється 

залежним від розміру преципітатів коефіцієнтом дифузії (доклад-
ніше див. посилання [81]). 
 Одержані значення середнього розміру стабільних преципітатів 

β-фази й їхні густини узгоджуються з відомими результатами тео-
ретичних досліджень [52, 53] та більшістю експериментальних да-
них [7–14]. 

  
а б 

Рис. 5. Ілюстрації поля концентрації Ніобію cNb(r) (а) та розподіли преци-
пітатів за розмірами (б) для різних конфіґурацій з табл. 2 у стаціонарному 

режимі. 

Fig. 5. Snapshots of the concentration field of niobium cNb(r) (а) and distribu-
tions of precipitates over sizes (б) for different configurations from Table 2 in 

the stationary regime. 
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5. МОДЕЛЮВАННЯ ЗОВНІШНІХ НАВАНТАЖЕНЬ 

Числове розв’язання рівняння (14) проводиться з використанням 

відпаленої мікроструктури. Одержані зразки цирконійових стопів 

було піддано механічному тестуванню з метою оцінки впливу леґу-
вальних елементів і температури на зміну механічних властивос-
тей. Моделювання механічного навантаження проведено у вигляді 
зсувної деформації зі сталою швидкістю у 109

 с−1
 [82, 83–86]. Для 

поля пружніх зміщень u використовуються періодичні крайові 
умови: δu = (ux − γy, uy, uz). У якості початкової конфіґурацію пруж-
ніх зміщень покладемо u = 0 і v = 0. 
 На рисунку 6 наведено одержані залежності усереднених значень 

зсувних напружень <σxy> від прикладеної деформації γ. Очевидно, 
що найвищі значення напружень упродовж процесу деформування 

спостерігаються для стопу Zr–1% Nb–1% Sn. З одержаних дефор-
маційних кривих було визначено межі плинности σY та міцности 

σU, значення яких подано на вставці до рис. 6. Межу плинности ви-
значено як 0,2% пластичної деформації; межа міцности відповідає 

максимальним значенням напружень до руйнування зразка. 
 Аналіза одержаних результатів показує, що межі плинности та 

 

Рис. 6. Діяграми зсуву для зразків стопу Zr–Nb–Sn. Відповідні значення меж 

плинности та міцности наведено на вставці. Заповнені маркери відповідають 

зразкам за температури у 573 К, пусті маркери — за температури у 593 К. 

Fig. 6. Stress–strain curves for shear deformation of Zr–Nb–Sn alloys. The 

corresponding values of the yield and ultimate strength are shown in the in-
set. Closed markers correspond to temperature 573 K, open markers—593 K. 
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міцности стопу Zr–1% Nb–1% Sn набувають вищих значень у порі-
внянні зі стопом Zr–2,5% Nb. Аналогічно, у роботі [87] для експе-
риментальних зразків стопів Zr–2% Nb і Zr–1% Nb–1% Sn, що під-
дані механічному розтягу, вищі значення межі міцности виявлено 

для стопу Zr–1% Nb–1% Sn. Також у роботі [88] представлено ре-
зультати експериментів, що демонструють вищі значення межі 
плинности та міцности для стопу Zr–1% Nb–1% Sn у порівнянні зі 
стопом Zr–2,5% Nb. 
 Аналіза одержаних даних за різних температур відпалу показує, 
що пониження температури приводить до поліпшення механічних 

властивостей. Зокрема, зі зменшенням температури приготування 

розглядуваного зразка Zr–2,5% Nb–1% Sn з 593 К до 573 К виявле-
но підвищення межі плинности σY на 21,6% і межі міцности σU — 

на 1,7%, що узгоджується із загальними тенденціями експеримен-
тальних досліджень для цирконійових та інших стопів (див., на-
приклад, роботи [89–93]). Спадання значень меж плинности та мі-
цности для стопу Zr–Sn–Nb з підвищенням температури з 510°C до 

580°C за механічного тестування на розтяг знайдено у роботі [89]. В 

результаті експерименту на розтяг стопу Zr–1 Nb–1 Sn–0,1 Fe у ро-
боті [90] було виявлено, що за температури відпалу у 853 К механі-
чні властивості набувають вищих значень у порівнянні із темпера-
турою 903 К. Для зразків стопу Zr-4 у роботі [91] було проведено 

механічне тестування стиском і показано, що підвищення темпера-
тури відпалу з 700°C до 1000°C приводить до пониження міцности. 
Результати експерименту на розтяг для стопу Zr–0,5 Be у роботі 
[92] свідчать про пониження механічних властивостей з підвищен-
ням температури відпалу з 600°C до 850°C. Для стопу Ti–Zr–Nb у 

роботі [93] показано спадання межі міцности на розтяг з підвищен-
ням температури з 550°C до 700°C. 
 Далі розглянемо перерозподіл пружніх полів у зразку стопу Zr–
1% Nb–1% Sn за деформації зсувом. Відповідну еволюцію пружніх 

деформацій і пружньої енергії наведено на рис. 7. Подані знімки 

відповідають значенням прикладеної деформації γ = 0,05, 0,10, 
0,15, яких позначено маркерами на відповідній деформаційній 

кривій (штрихова крива на рис. 6). Знімки розподілу пружніх де-
формацій e3 ілюструють формування ліній проковзування, ріст і 
збільшення їхньої кількости в процесі пластичної деформації. Вид-
но, що максимальні значення e3 у зразку відповідають місцям роз-
ташування ліній проковзування. Крім того, підвищені за модулем 

значення e3 спостерігаються в околі преципітатів ніобію. Наведені 
на рисунку 7 знімки розподілу пружньої енергії зсуву Φ показують, 

що у місцях розташування дислокаційних ядер пружня енергія на-
буває максимальних за модулем значень. Це пояснюється наявніс-
тю найбільших зміщень атомів у цих локаціях, що відповідає кра-
йовим точкам ліній проковзування. 
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 Варто відмітити, що істотний вплив на механічні властивості 
мають такі чинники, як температура й інші умови проведення екс-
перименту, розмір зразка, середній розмір зерна, швидкість дефор-
мації тощо. 

6. ВИСНОВКИ 

Проведено дослідження динаміки мікроструктурних перетворень 

та еволюції ансамблю вакансій під час термічного оброблення сто-
пів Zr–Nb–Sn на основі цирконію з малою концентрацією леґуваль-
них елементів у рамках моделю фазового поля. Проаналізовано 

вплив леґувальних елементів і температури відпалу на кінетичні й 

статистичні властивості еволюції мікроструктури й дефектної 
структури та на механічні властивості стопів. 
 У рамках лінійної аналізи системи на стійкість встановлено, що 

збільшення температури відпалу, збільшення концентрації Ніобію 

та зменшення концентрації Стануму у стопах Zr–Nb–Sn приведе до 

збільшення середньої віддалі між преципітатами β-фази та їхнього 

лінійного розміру. 
 Динаміку формування та росту преципітатів збагаченої на Ніобій 

β-фази у стопах з різною концентрацією елементів і за різних тем-
ператур відпалу досліджено шляхом числового моделювання. 

Встановлено, що під час термічного оброблення твердого розчину 

виділяються області, збіднені та збагачені на концентрацію Ніобію. 
Станум майже рівномірно розподілений в об’ємі (із більшою конце-

 

Рис. 7. Розподіл полів пружніх деформацій e3 та зсувної пружньої енергії 
Φ за зсувної деформації зразка стопу Zr–1% Nb–1% Sn. 

Fig. 7. Distributions of fields of elastic deformations e3 and shear elastic en-
ergy Φ during shear loading of Zr–1% Nb–1% Sn alloy sample. 
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нтрацією на межах поділу фаз), тоді як рівноважні вакансії з біль-
шою концентрацією сеґреґують на межах β-фази (поза преципіта-
тами). Виявлено, що збільшення температури відпалу та/або кон-
центрації Стануму/Ніобію у твердому розчині індукує процеси ви-
падіння преципітатів β-фази. Виявлено, що додавання Стануму до 

твердого розчину приводить до реалізації більшої кількости мен-
ших за розміром преципітатів; зменшення концентрації Ніобію 

приводить до істотного зменшення їхньої густини у стопі. Показа-
но, що, незалежно від концентрації леґувальних елементів (Ніобію 

й Стануму) та температури відпалу, розподіл преципітатів β-фази у 

стаціонарному режимі є універсальним. 
 Проведено моделювання зсувної деформації зразків стопу Zr–
Nb–Sn за різних температур відпалу та за різного вмісту леґуваль-
них елементів. Було показано, що для розглядуваних зразків по-
ниження температури відпалу приводить до поліпшення механіч-
них властивостей, що пояснює зростання опору стопу пластичній 

деформації та зміцнення матеріялу. Із порівнянням механічних 

властивостей стопів Zr–1% Nb–1% Sn і Zr–2,5% Nb було виявлено 

вищі значення меж плинности та міцности для стопу Zr–1% Nb–
1% Sn. 
 Одержані результати можуть бути використані для прогнозуван-
ня зміни властивостей матеріялів за різного вмісту леґувальних 

елементів і будуть корисними як базові дані для оптимізації мікро-
структури оболонок тепловидільних елементів. 

 Цю роботу було підтримано Міністерством освіти і науки Украї-
ни (проєкт №0124U000551). 
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Дослідження в процесі дегазації впливу температури на 
зміну форми консолі зі стопу паладій−Гідроґен в α-області 
системи Pd−H 

О. М. Любименко  

Дîíåцький íàціîíàëьíий òåõíічíий уíіâåрсиòåò,  
âуë. Пîòåбíі, 56,  
43018 Луцьк, Укрàїíà 

В роботі описано та проаналізовано відеозаписи експерименту щодо зміни 

форми консолі зі стопу α-PdHn в інтервалі температур від 110°С до 350°С 

під час дегазації камери водневої установки та консолі, коли тиск водню 

складав 0,03 МПа, 0,09 МПа, 0,15 МПа. Консоль з одного боку було пок-
рито мідною плівкою товщиною у 0,75 мкм, яка не пропускає водень та не 

впливає на величину формозмінення. Насичення паладійової консолі до 

стопу α-PdHn проводили у камері за постійної температури експерименту. 
Далі одержаний стоп витримували в ізотермічних умовах, після чого про-
водили односторонню дегазацію консолі. Вперше експериментально за-
фіксовано, що за дегазації та зміні тиску на ∆PH2 = 0,03, 0,09, 0,15 МПа 

величина максимальних вигинів для консолі збільшується та сягає мак-
симального значення в області температур у 220−280°C. Встановлено, що 

за дегазації водню з камери для консолі зі стопів α-PdHn вигин розвива-
ється у два різних часових етапи. Перший етап триває дуже короткий час 

(9−30 секунд), характеризується швидким досягненням максимального 
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вигину консолі. Другий етап триває значно довше (понад 100 секунд) і 
відзначається утворенням плато тривалістю від 3 до 30 с і зворотнім розп-
рямленням консолі. Під час другого етапу консоль повертається у вихід-
ний стан або досягає стаціонарного стану з мінімальним відхилом від по-
чаткового положення. Також зафіксовано, що ступінь оборотности виги-
ну консолі під час дегазації збільшується зі зростанням концентрації Гід-
роґену в стопі α-PdHn. Визначено, що внутрішні водневі концентраційні 
напруження, які виникають за дегазації Гідроґену зі стопів α-PdHn, у де-
яких випадках перевищують пружні характеристики стопу α-PdHn 

(200 МПа) і знаходяться в інтервалі від 62 до 370 МПа. Процес формуван-
ня максимального вигину консолі в процесі дегазації для стопів α-PdHn 

зумовлено дифузійним транспортом Гідроґену, перерозподілом внутріш-
ніх напружень у консолі за її вигину (розпрямлення) та відповідною пере-
будовою концентраційного поля Гідроґену, що змінює внутрішні умови 

дифузійного транспорту Гідроґену в шари стопу α-PdHn. 

Ключові слова: паладій, стоп α-PdHn, дегазація, концентрація, гідроґе-
нові напруження. 

The paper describes and analyses the video recordings of the experiment for 

changing the shape of the α-PdHn alloy cantilever in the temperature range 

from 110°C to 350°C during degassing of the hydrogen installation chamber 

and the cantilever, when the hydrogen pressure is of 0.03 MPa, 0.09 MPa, 
0.15 MPa. The cantilever is covered on one side with a copper film with a 

thickness of 0.75 µm, which does not allow hydrogen to pass through and does 

not affect the size of the shape change. Saturation of the palladium cantilever 

to the α-PdHn alloy is carried out in a chamber at a constant temperature of 

the experiment. Next, the obtained alloy is kept in isothermal conditions, af-
ter which one-sided degassing of the cantilever is carried out. For the first 

time, it is experimentally recorded that, during degassing and changing the 

pressure by ∆PH2 = 0.03, 0.9, 0.15 MPa, the value of the maximum bends for 

the cantilever increases and reaches its maximum value in the temperature 

range of 220−280°C. As established, during degassing of hydrogen from a 

chamber for a cantilever made of α-PdHn alloys, the bending develops at two 

different time stages. The first stage lasts for a very short time (9−30 seconds) 
and is characterized by the rapid achievement of the maximum bending of the 

cantilever. The second stage lasts much longer (more than 100 seconds) and is 

characterized by the formation of a plateau lasting from 3 to 30 seconds and 

the reverse straightening of the cantilever. During the second stage, the can-
tilever returns to its initial state or reaches a stationary state with minimal 
deviation from the initial position. As also recorded, the degree of reversibil-
ity of cantilever bending during degassing increases with increasing hydrogen 

concentration within the α-PdHn alloy. As determined, the internal hydrogen 

concentration stresses, which occur during hydrogen degassing from α-PdHn 

alloys, in some cases exceed the elastic characteristics of the α-PdHn alloy 

(200 MPa) and are in the range from 62 to 370 MPa. The process of forming 

the maximum bending of the cantilever during the degassing process for α-
PdHn alloys is due to the diffusion transport of hydrogen, the redistribution 

of internal stresses in the cantilever during its bending (straightening), and 

the corresponding restructuring of the hydrogen concentration field, which 



 ДОСЛІДЖЕННЯ В ПРОЦЕСІ ДЕГАЗАЦІЇ ВПЛИВУ ТЕМПЕРАТУРИ 1173 

changes the internal conditions for the diffusion transport of hydrogen into 

the layers of the α-PdHn alloy. 

Key words: palladium, α-PdHn alloy, degassing, concentration, hydrogen 

stresses. 

(Отримано 24 липня 2024 р.; остаточн. варіянт — 14 жовтня 2024 р.) 
  

1. ВСТУП 

Система паладій−Гідроґен (Pd−H) є основним моделем для вивчен-
ня процесів взаємодії металів з воднем завдяки високій здатності 
паладію до вбирання та десорбції Гідроґену [1−3]. Одним з ключо-
вих аспектів вивчення цієї системи є дослідження процесів дегаза-
ції, тобто видалення Гідроґену з металу, що має істотне значення 

для розуміння механізмів, які лежать в основі Гідроґенової дифузії 
та взаємодії в металі [4−5]. Особливий інтерес становить α-область 

системи Pd−H, де відбуваються оборотні структурні зміни, що 

впливають на фізичні та механічні властивості матеріялу [6−7]. 
 На кінетику й ефективність видалення Гідроґену з металу в про-
цесі дегазації стопу паладій−Гідроґен в α-області впливає темпера-
тура. Відомо, що температурні зміни можуть істотно змінювати рі-
вноважну концентрацію Гідроґену, дифузійні характеристики сто-
пу [8, 9]. Підвищення температури, як правило, приводить до під-
вищення дифузійної рухливости атомів Гідроґену, що сприяє більш 

швидкій та ефективній дегазації. Проте, одночасно з цим, підви-
щення температури може викликати додаткові напруження та де-
формації в металі, що ускладнює процеси дегазації [10−14]. 
 Мета даної роботи полягає в дослідженні впливу температури на 

процес дегазації стопу паладій−Гідроґен в α-області. Аналізуються 

кінетичні характеристики процесу зміни форми консолі зі стопу α-
PdHn, який відбувається під час дегазації в інтервалі температур від 

110°С до 350°С та за тиску водню в камері у 0,03 МПа, 0,09 МПа, 
0,15 МПа. 

2. МЕТОДИКА ДОСЛІДЖЕННЯ Й ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНІ 

РЕЗУЛЬТАТИ 

Для проведення експериментів використовували модернізовану во-
днево-вакуумну установку (ВВУ) [15]. Зразки у формі паладійових 

консолей (68×5,5×0,27 мм) чистотою у 99,9%, які з одного боку еле-
ктролітично покривали мідною плівкою товщиною у 0,75 мкм, яка 

не пропускає водень і не впливає на величину формозмінення. Далі 
ці зразки нагрівали в камері воднево-вакуумної установки до тем-
ператури експерименту, витримували упродовж 30 хвилин для 
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зменшення термічних напружень. Далі проводили насичення кон-
солей з чистого паладію до стопу α-PdHn, де n  певна концентрація 

Гідроґену в стопі за постійного тиску в камері воднево-вакуумної 
установки. Далі одержаний стоп витримували в ізотермічних умо-
вах для зняття концентраційних напружень, після чого проводили 

односторонню дегазацію консолі. 
 Було виконано серію експериментів в інтервалі температур від 

110°С до 350°С із дегазацією паладійової консолі зі стопу α-PdHn, де 

n змінюється для кожного стопу в залежності від температури за 

постійного тиску водню в камері PH2 = 0,03 МПа. Встановлено часо-
ві залежності формозмінення паладійової консолі (рис. 1). 
 З рисунка 1 видно, що процес дегазації консолі зі стопу α-PdHn 

здійснюється у два часових етапи, як і насичення консолі [16]. Для 

всіх температур (рис. 1, а, б, в) на першому етапі консоль швидко 

вигинається відразу від початку дегазації Гідроґену з камери вод-
нево-вакуумної установки. 
 Водночас, коли на манометрі показано зменшення тиску до 

1,33 Па (за 2,38 с  170°С, 1,66 с  240°С, 1,80 с  320°С, відповід-
но, рис. 1, а, б, в), вигин консолі у всіх випадках досягає експери-
ментально помітної величини та продовжує збільшуватися до дося-
гнення максимального значення, а потім спостерігається плато уп-
родовж від 3 с (для 320°С) до 30 секунд (рис. 1, а, ділянка d−f для 

температури у 170°С та рис. 1, б, ділянка k−l для 240°С) і далі почи-
нається другий, більш тривалий етап розпрямлення пластини. 
 Розглянемо більш детально один з експериментів за Т = 170°С; 

так, після того, як за показаннями на манометрі відбулося змен-
шення тиску за 2,38 с до 1,33 Па, вигин пластини продовжує зрос-
тати та сягає свого максимального значення Ymах = −0,98 мм за 32 с 

від моменту початку дегазації камери (позначено буквою d на 

рис. 1, а). Далі спостерігаємо утворення плато (ділянка d−f на 

 

Рис. 1. Часові залежності формозміни паладійової консолі за 

PH2 = 0.03 МПа і температур у 170°С (а), 240°С (б) і 320°С (в). 

Fig. 1. Time dependences of the change in shape of the palladium cantilever at 

PH2 = 0.03 MPa and temperatures of 170°С (a), 240°С (б), and 320°С (в). 
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рис. 1, а), а консоль у незмінних умовах упродовж 26 с знаходиться 

у вигнутому максимальному положенні. Далі консоль починає роз-
прямлятися, а стріла вигину зменшується. За температури у 170°С 

цей другий етап є довшим за перший етап у 34 рази (див. рис. 1, а). 

Через 2040 с від початку експерименту консоль досягає стаціонар-
ного стану Yст = −0,08 мм, який за подальшої тривалої витримки у 

1000 с не змінюється (рис. 1, а). 
 За 240°С і 320°С (рис. 1, б, в) закономірності часової залежности 

формозміни пластини якісно подібні до описаних вище для 170°С 

(рис. 1, а), однак кількісні характеристики формозміни виявля-
ються сильно залежними від температури. 
 Максимальний вигин пластини за 240°С дорівнює −1,09 мм, а за 

320°С максимальний вигин Ymax = −0,99 мм. Але слід відзначити, 

що і тривалість плато зменшується; так, за 240°С — 9 с (рис. 1, б, 
ділянка k−l для 240°С), а за 320°С — 3 с (рис. 1, в, точка h). 
 Час досягнення максимального вигину зі зростанням температу-
ри зменшується за 240°С і становить 8 с, а за 350°С — 6 с. 
 Результати експериментів для дегазації стопів α-PdHn, коли тиск 

водню в камері воднево-вакуумної установки — 0,03 МПа, узагаль-
нено в табл. 1, куди включено вищеописані експерименти за 170, 
240 і 320°С. Ще треба відзначити, що зі зростанням температури 

другий етап формозмінення змінюється; так, за 240°С він більше 

першого у 87 разів, а за 350°С другий довше в 22 рази, і зразок пове-
ртається в початковий стан, а залишковий вигин дорівнює 0 мм. 
 У всьому інтервалі температур від 110°С до 350°С залишковий 

вигин консолі виявляє цікаву тенденцію і зі зростанням температу-
ри зменшується. Так, за 150°С він становить Yст = −0,09 мм, за 170°С 

 0,08 мм, за 280°С  0,02 мм, а за 350°С  0 мм. Проте за всіх ін-
ших температур в інтервалі від 110°С до 350°С залишковий вигин 

консолі складає 0 мм і виявляється повністю оборотнім. 
 Отже, описані вище експерименти виявили цікаві тенденції 
впливу температури на формозмінення консолі зі стопу α-PdHn під 

час дегазації камери ВВУ. 
 Другу серію експериментів (табл. 2) під час дегазації камери ВВУ 

з тиском у 0,09 МПа і консолі зі стопу α-PdHn було виконано в інте-
рвалі температур від 170°С до 350°С. 
 Експерименти за деяких температур (280°С) повторювали кілька 

разів для визначення похибки експерименту, яка знаходиться в 

припустимих межах, але воднораз виявили і вплив часу дегазації 
на вигин консолі. Необхідно відзначити, що зі збільшенням часу 

відкачування водню з камери установки величина вигину зменшу-
ється. 
 Третю серію експериментів (табл. 3) з дослідження дегазації кон-
солі зі стопу α-PdHn було проведено за тиску водню в камері ВВУ у 

0,15 МПа. 
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ТАБЛИЦЯ 1. Умови та результати дегазації консолі зі стопу α-PdHn за ти-
ску в камері у 0,03 МПа. 

TABLE 1. Conditions and results of degassing of the α-PdHn-alloy cantilever 

at a chamber pressure of 0.03 MPa. 

№ Т, °С 
n, 

[H/Pd] ∆τд, s 
∆τmах, 

s 
Ymax, 

mm 
Yст, 

mm ∆τст, s tдод, s 
D⋅10−6, 
sm2/s σ, MPa 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 110 0,0184 2,61 121 −0,63 0 2100 200 2,71 153,9 

2 130 0,0172 0,94 18 −0,84 0 1800 300 3,95 143,9 

3 150 0,0160 3,19 48 −1,02 −0,09 840 900 5,55 133,8 

4 170 0,0146 1,8 34 −1,03 −0,08 2580 900 7,56 122,1 

5 200 0,0129 2,11 16 −1,02 0 300 200 11,4 107,6 

6 220 0,0117 2,74 14 −1,04 0 150 200 14,7 97,9 

7 240 0,0105 1,66 8 −1,09 0, 679 200 18,5 87,8 

8 260 0,0097 2,11 8 −1,05 0 240 200 22,8 81,4 

9 280 0,0090 2,7 10 −0,99 −0,02 360 600 27,8 75,3 

10 300 0,0081 2,83 6 −0,94 0 684 200 33,3 68,1 

11 320 0,0074 2,38 7 −0,93 0 240 300 39,5 61,6 

12 350 0,0062 11,7 13 −0,75 0 285 300 50,0 52,1 

ТАБЛИЦЯ 2. Умови та результати дегазації консолі зі стопу α-PdHn за ти-
ску в камері у 0,09 МПа. 

TABLE 2. Conditions and results of degassing of the α-PdHn-alloy cantilever 

at a chamber pressure of 0.09 MPa. 

№ T, °С n, [H/Pd] ∆τд, s 
∆τmах, 

s 
Ymах, 

mm Yст, mm ∆τст, s tдод, s σ, MPa 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 170 0,02998 9,9 29 −1,51 −0,04 2340 300 250,8 

2 200 0,0243 7,6 24 −1,61 −0,04 1776 780 203,2 

3 240 0,019 7,8 11 −1,55 −0,02 2100 240 158,9 

4 280 0,0162 3 10 −1,46 0 1680 180 135,5 

5 280 0,0162 8 10 −1,61 −0,05 1740 360 135,5 

6 280 0,0162 8,4 12 −1,52 −0,02 1860 300 135,5 

7 320 0,0131 3 5 −1,24 −0,03 2520 300 109,6 

8 350 0,0111 6,8 13 −1,02 0 1140 180 92,8 
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 Як показує аналіза експериментальних результатів, узагальне-
них у табл. 1−3, вищеописаний вплив температури на формозмі-
нення консолі підтверджується для PH2 = 0,03, 0,09, 0,15 МПа. 
 Відзначимо далі найбільш значущі закономірності впливу тем-
ператури, який виник у процесі дегазації паладійової консолі зі 
стопу α-PdHn і супроводжувався формозміненням консолі. 
 Як видно з табл. 1−3 (колонки 3 і 4), на першому етапі процесу 

дегазації Гідроґену зі зростанням температури час досягнення мак-
симального вигину tmax сильно зменшується, а величина Ymах зміню-
ється за екстремальним законом (рис. 2). 
 З рисунка 2 бачимо, що найбільший вигин консолі зі стопу α-
PdHn за різного вмісту Гідроґену знаходиться в інтервалі для 

PH2 = 0,03 МПа за ≅ 200°C і складає Ymах = −1,1 мм, за PH2 = 0,09 МПа 

Ymах = −1,61 мм для 280°С, а для тиску PH2 = 0,15 МПа Ymах = −2,22 мм 

за температури у 280°С. 
 Часова залежність розпрямлення вигнутої консолі на другому 

етапі насичення Гідроґеном із зростанням температури також за-
знає істотних змін. 
 За низьких температур залишковий стаціонарний вигин (Yст, ко-
лонка 6 в табл. 1−3) консолі становить не більше 9% від величини 

максимального вигину (Ymах). Цікаво, що він зберігається незмін-
ним упродовж дуже тривалого часу (tдод, колонка 8 в табл. 1−3), що 

видно з рис. 1 і підтвердилося в експериментах, узагальнених в 

табл. 1−3. 
 В цілому, за підвищених температур (320−350°С) час повної фор-
мозміни (вигин і розпрямлення) консолі виявляється достатньо ма-
лим (tст, колонка 7 в табл. 1−3). Так, для PH2 = 0,03 МПа і Т = 220°С 

ТАБЛИЦЯ 3. Умови та результати дегазації консолі зі стопу α-PdHn за ти-
ску в камері у 0,15 МПа. 

TABLE 3. Conditions and results of degassing of the α-PdHn-alloy cantilever 

at a chamber pressure of 0.15 MPa. 

№ Т, °С n, [H/Pd] ∆τд, s ∆τmах, s 
Ymах, 

mm 
Yст, 

mm ∆τст, s tдод, s σ, MPa 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 200 0,0353 1,5 15 −2,17 −0,03 1800 660 295,2 

2 240 0,026 6,9 10 −2,18 −0,03 1740 540 217,5 

3 280 0,022 5 15 −2,22 0 1500 300 184,0 

4 280 0,022 13,9 14 −2,1 −0,05 918 960 184,0 

5 320 0,01743 4,6 11 −1,82 −0,03 1440 600 145,8 

6 350 0,015 3 10 −1,61 0 600 600 125,5 
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пластина вигинається і розпрямляється всього за 150 с (табл. 1). 
 Дуже важливий експериментальний факт (табл. 1−3) полягає в 

тому, що з підвищенням температури оборотність явища вигину 

пластини зростає і за 300−350°С явище стає майже повністю оборо-
тнім у межах точности використовуваної методики. 
 Обговоримо далі описані вище експериментальні дані, спираю-
чись на сучасні знання про систему паладій−Гідроґен. 

3. ОБГОВОРЕННЯ 

Відомо, що з утворенням стопу α-PdHn втілені атоми Гідроґену 

спричиняють розширення кристалічної ґратниці металу, що зумо-
влює автолокалізацію Гідроґену поблизу поверхні металу, і тому 

Гідроґен поступово проникає вглиб металу, залишаючись переваж-
но в приповерхневому шарі. За дегазації консолі зі стопу α-PdHn, 
який не піддавався фазовим перетворення, та який був витриманий 

в середовищі водню для рівномірного розподілення Гідроґену по 

кристалічній ґратниці металу, спостерігаємо, що спершу з металу 

«евакуюються» атоми Гідроґену з поверхневого шару, а потім ато-
ми з наступних шарів переходять на вільні місця в кристалічній 

ґратниці в поверхневий шар, звідки десорбувався Гідроґен. 

 

Рис. 2. Вплив температури на величину максимального (1, 2, 3) й остаточ-
ного вигину (4, 5, 6) консолі зі стопу α-PdHn для PH2 = 0,03 МПа (1, 4), 
0,09 МПа (2, 5), 0,15 МПа (3, 6). 

Fig. 2. The effect of temperature on the value of the maximum (1, 2, 3) and 

final bending (4, 5, 6) of an α-PdHn-alloy cantilever at PH2 = 0.03 MPa (1, 4), 
0.09 MPa (2, 5), 0.15 MPa (3, 6). 
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 Тому ґрадієнти концентрації Гідроґену та відповідні ґрадієнти 

дилатації кристалічної ґратниці, що виникають під час дегазації 
стопу, створюють зворотню дифузію Гідроґену, спрямовану проти 

дифузійного потоку, зумовленого ґрадієнтом концентрації (Фікова 

дифузія), і сприяють перенесенню Гідроґену проти ґрадієнта його 

концентрації. 
 Під час проведення експериментів спостерігаємо на першому 

етапі дегазації утворення плато різною тривалістю в залежності від 

температури експерименту, що характеризує встановлення дина-
мічної рівноваги між дифузійними Фіковими потоками та зворо-
тньою дифузією і, відповідно, експериментально спостережної тер-
мо-баро-пружньої-дифузійної (ТБПД) рівноваги. В результаті 
ТБПД-рівноваги припиняється спрямоване перенесення Гідроґену 

між областями металу з різною концентрацією Гідроґену. 
 На основі наведених знань про систему метал−Гідроґен у дослі-
дженні було розроблено нові наукові концепції щодо явища формо-
змінення металу за його неоднорідної дегазації. 
 За дегазації Гідроґену зі стопу α-PdHn у металі формується тим-
часовий автолокалізований ґрадієнтний матеріял «метал–
Гідроґен», що приводить до виникнення Гідроґенових концентра-
ційних напружень. 
 Зазначимо, що в процесі формозмінення завжди відбуваються 

взаємозалежні та взаємозумовлені зміни напруженого стану консо-
лі, з одного боку, та концентраційного розподілу розчиненого Гід-
роґену, з іншого. Ці пов’язані процеси, без сумніву, сильно впли-
вають на кінетику та величину вигину консолі. На нашу думку, са-
ме в цьому полягає суть фізичної складової механізму досліджува-
ного формозмінення консолі. 
 Експериментальні результати цієї роботи надають додаткові мо-
жливості для феноменологічної аналізи особливостей формозмі-
нення консолі під час дегазації. Зокрема, представляє інтерес вста-
новлена й описана вище експериментальна закономірність залеж-
ности максимального вигину консолі від температури за постійно-
му тиску водню в камері під час дегазації. Як показано в роботі [16], 
два чинники головним чином визначають величину максимального 

вигину пластини. 
 Перший чинник  це рівноважна розчинність Гідроґену в пала-
дії, яка визначає максимальний вигин консолі та його залежність 

від температури для стопу α-PdHn. 
 Другим важливим фізичним чинником вигину консолі є коефіці-
єнт дифузії Гідроґену в паладії. Саме коефіцієнт дифузії Гідроґену 

визначає формування тимчасового автолокалізованого шару ґраді-
єнтного стопу α-PdHn і, таким чином, визначає товщини шарів 1 

(паладій з Гідроґеном) і 2 (чистий паладій), сформованих до момен-
ту досягнення максимального вигину консолі. 
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 Отже, є всі підстави вважати, що ці два чинники,  рівноважна 

розчинність Гідроґену в паладії та його коефіцієнт дифузії,  голо-
вним чином визначають величину максимального вигину консолі. 
 У зв’язку з цим є актуальним порівняння температурних залеж-
ностей максимального вигину пластини з температурними залеж-
ностями коефіцієнта дифузії та рівноважної концентрації Гідроґе-
ну в паладії за наших умов експериментальних тисків. 
 На рисунку 2 узагальнено описані вище експериментальні дані 

(див. табл. 1 і 2) щодо температурної залежности максимальних ви-
гинів (Ymax) паладійової консолі для PH2 = 0,03 МПа (крива 1), 
PH2 = 0,09 МПа (крива 2), PH2 = 0,15 МПа (крива 3). Видно, що в 

трьох випадках спостерігається екстремальна залежність 

Ymax = f(T). Водночас екстремум кривої 2 (для PH2 = 0,09 МПа) дещо 

зміщений у бік вищих температур порівняно з кривою 1 (для 

PH2 = 0,03 МПа). 
 З аналізи даних одержуємо рівняння залежности максимального 

вигину від температури для PH2 = 0,03 МПа: 

Ymax = −8 ⋅ 10−8
 ⋅ Т3

 + 8 ⋅ 10−5
 ⋅ Т2

 − 0,0236 ⋅ Т + 1,0472, 

де Т  температура [°С], з величиною вірогідности апроксимації 
R2

 = 0,9074. 
 Для PH2 = 0,09 МПа 

Ymax = 1 ⋅ 10−10
 ⋅ Т4

 + 9 ⋅ 10−8
 ⋅ Т3

 + 5 ⋅ 10−5
 ⋅ Т2

 + 0,0157 ⋅ Т 

з величиною вірогідности апроксимації R2
 = 0,9395. 

 Для PH2 = 0,15 МПа 

Ymax = 3 ⋅ 10−8
 ⋅ Т3

 + 3 ⋅ 10−5
 ⋅ Т2

 − 0,0174 ⋅ Т 

з величиною вірогідности апроксимації R2
 = 0,953. 

 На рисунку 3 узагальнено дані про коефіцієнти дифузії Гідроґену 

в паладії (крива 4) та значення рівноважної розчинности Гідроґену 

в паладії для PH2 = 0,03 МПа (крива 1), PH2 = 0,09 МПа (крива 2) та 

PH2 = 0,15 МПа (крива 3). 
 Порівнюючи дані, представлені на рис. 2 та рис. 3, можна чітко 

побачити, що саме спільна дія цих двох чинників, — D та n, — зу-
мовлює екстремальну температурну залежність максимального ви-
гину (Ymax) консолі за її односторонньої дегазації. Воднораз найбі-
льші вигини консолі мають місце в діяпазоні температур 

220−280°C, де сумарна дія обговорюваних фізичних чинників (D, n) 
є максимальною. 
 Розглянемо тепер експериментальний факт про те, що формозмі-
нення паладійової консолі є майже або повністю оборотнім. Очеви-
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дно, що повна оборотність явища вказує на реалізацію когерентного 

механізму вигину консолі. 
 Воднораз під час вигину зберігається когерентна структура тим-
часового ґрадієнтного стопу α-PdHn (шар 1), когерентна структура 

шару 2 (напружений паладій) і когерентна структура области 

з’єднання шарів 1 і 2. За реалізації когерентного механізму формо-
зміни Гідроґенові концентраційні (ГК) напруження, що виникають 

у консолі у приповерхневих шарах пластини, виявляються у де-
яких випадках більшими за межу пружности паладію. Модуль ґра-
дієнту концентрації Гідроґену dСн(х)/dh стає важливою характери-
стикою стопу α-PdHn, який трансформується в процесі дегазації та 

постійно змінюється аж до утворення нового матеріялу  чистого 

паладію. 
 Цікаво проаналізувати величину пружніх напружень, що вини-
кають у консолі зі стопу α-PdHn за дегазації і які прямо пропорційні 
концентрації Гідроґену в стопі α-PdHn: 

 ( ) eх Ecσ = −α , (1) 

де α  коефіцієнт, що дорівнює 0,068; Е  модуль Юнґа паладію 

(E = 1,23 ⋅ 105
 МПа) [17], ce = n  рівноважна концентрація для ко-

жного стопу для заданих температури та тиску. 

 

Рис. 3. Вплив температури на величину концентраційних напружень в 

консолі зі стопу α-PdHn (1, 2, 3), рівноважну розчинність (1, 2, 3) і коефіці-
єнт дифузії Гідроґену в паладії (4) для PH2 = 0,03 МПа (1), 0,09 МПа (2), 
0,15 МПа (3). 

Fig. 3. The influence of temperature on the magnitude of the concentration 

stresses in the cantilever made of the α-PdHn alloy (1, 2, 3), the equilibrium 

solubility (1, 2, 3), and the diffusion coefficient of hydrogen in palladium (4) 
at PH2 = 0.03 MPa (1), 0.09 MPa (2), 0.15 MPa (3). 
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 Розраховані напруження представлено на рис. 3 (криві 1, 2, 3) і у 

табл. 1−3 (колонка 10, 9) відповідно. Видно, що зі збільшенням ма-
ксимального вигину можуть відбутися деформації у приповерхне-
вих шарах паладійової консолі, які перевищують пружні характе-
ристики ґрадієнтного стопу α-PdHn (200 МПа) [17, 18] і знаходяться 

в інтервалі від 62 до 370 МПа. Проте вигин консолі в усіх експери-
ментах майже повністю оборотній. Можна припустити, що на таку 

поведінку паладійової консолі впливають Гідроґеново-пружні на-
пруження внаслідок перебігу явища надпластичности. 
 Це свідчить про те, що коли розглядаємо стоп метал−Гідроґен, 
який містить дві атомові підсистеми (металеву підсистему і Гідро-
ґенову підсистему втілення), дифузійні рухливості яких сильно рі-
зняться [12], то ми порівнюємо напруження для межі пружности 

для стопу паладій−Гідроґен, які характерні для металевої підсис-
теми. А якщо враховувати те, що напруження, які виникають у 

консолі під час проведення експериментів, перевищують межу 

пропорційности, стає зрозуміло, що у стопах метал−Гідроґен збі-
льшується рухливість дислокацій, а сили міжатомової взаємодії 
атомів Паладію послаблюються в системі Pd−H [12]. 
 Очевидно, що цей ґрадієнт контролюється дифузійним виведен-
ням Гідроґену з об’єму металу до його поверхні та залежить від про-
сторових і часових параметрів процесу Гідроґенової дегазації мета-
лу (температура, тиск газоподібного водню тощо). Саме ґрадієнт 

концентрації визначає характеристики та властивості тимчасового 

ґрадієнтного матеріялу метал−Гідроґен, такі як ґрадієнти дилята-
ції кристалічних ґратниць, ґрадієнти сил міжатомової взаємодії, 
механічні властивості, ґрадієнти Гідроґенових концентраційних 

напружень тощо. 
 Таким чином, явище вигину консолі зі стопу α-PdHn за дегазації 

Гідроґену є проявом явища надпластичности і, на нашу думку, за-
слуговує систематичної уваги дослідників. А результати дослі-
дження можуть мати важливе значення для розвитку нових мате-
ріялів з поліпшеними властивостями для застосування в різних га-
лузях, таких як зберігання водню, паливні елементи й інші високо-
технологічні області. 

4. ВИСНОВКИ 

1. Проведено дослідження формозмінення закріпленої консолі роз-
мірами 62×5,5×0,27 мм зі стопу α-PdHn за її односторонньої дегаза-
ції у температурному інтервалі 110−350°С. Підтверджено, що у два 

етапи розвивається вигин консолі за дегазації стопів α-PdHn. Пер-
ший етап триває дуже короткий час (9−30 секунд), характеризуєть-
ся швидким досягненням максимального вигину консолі. Другий 

етап триває значно довше (понад 100 секунд) і відзначається утво-
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ренням плато тривалістю від 3 до 30 с й зворотнім розпрямленням 

консолі. Під час другого етапу консоль повертається у вихідний 

стан або досягає стаціонарного стану з мінімальним відхилом від 

початкового положення. 
2. Вперше експериментально встановлено, що вигин консолі зі сто-
пу α-PdHn для тисків водню у камері PH2 = 0,03 МПа, PH2 = 0,09 МПа 

та PH2 = 0,15 МПа, який відповідає рівноважній концентрації Гідро-
ґену в паладії (n) за її односторонньої дегазації, змінюється за екст-
ремальним законом і в інтервалі температур 220−280°С вигин сягає 

максимального значення. Показано, що максимальний вигин кон-
солі визначається двома фундаментальними властивостями систе-
ми Pd−Н, а саме, коефіцієнтом дифузії та рівноважною розчинністю 

Гідроґену в паладії. 
3. Внутрішні Гідроґенові концентраційні напруження, які вини-
кають за дегазації консолі зі стопів α-PdHn, перевищують пружні 
характеристики ґрадієнтного стопу α-PdHn (200 МПа) і знаходяться 

в інтервалі від 62 до 370 МПа, що підтверджує перебіг явища над-
пластичности. 
4. Встановлені експериментальні закономірності формозміни кон-
солі зі стопу α-PdHn обговорено на основі фундаментальних особли-
востей систем метал−Гідроґен, які полягають у тому, що за десорб-
ції Гідроґену у металі виникають ґрадієнт дилятації кристалічної 
ґратниці та певний рівень Гідроґенових концентраційних напру-
жень. 
 Автор вважає своїм приємним обов’язком висловити глибоку 

вдячність доценту М. В. Гольцовій за здійснення відеозапису та 

творчу співдружність. 
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Cobalt-Based Alloy Coating for Protecting Titanium from 

Hydrogen Permeation 
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The microstructure and phase composition of a new-type protective coatings 

based on the Co–NbC system in as-deposited and annealed conditions are 

investigated with x-ray phase analysis and scanning electron microscopy. 
The coated titanium samples are annealed in a vacuum and in hydrogen 

atmosphere. Regardless of the atmosphere used, the protective coating is 

cracked during annealing, primarily due to the different coefficients of 

thermal expansion of the phases. An additional factor affecting this process 

is the decomposition of phases with a new phase formed in the coating during 

annealing, which is identified as aluminium oxide. As shown, the coating can 

withstand heating up to 500°C, but the exposure time should not exceed 20 

min. Increasing the exposure time at this temperature (up to 120 min) lead to 

an active interaction of hydrogen with the substrate (titanium). As found 

out, the amount of hydrogen absorbed by the sample over the above-
mentioned period of time is of ≅ 0.22 wt.% at an average rate of ≅0.0025 

wt.%/min (for comparison, titanium iodide absorbs ≅ 1.40 wt.% over the 

same period of time). 
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Методами рентґенівської фазової аналізи та сканувальної електронної 
мікроскопії досліджено мікроструктуру та фазовий склад нового типу 

захисних покриттів на основі системи Co–NbC у вихідному стані та після 

відпалу. Відпал титанових зразків із нанесеним покриттям було 

проведено у вакуумі та середовищі водню. Встановлено, що, незалежно 

від використаної атмосфери, під час відпалу відбулося розтріскування 

захисного покриття, в першу чергу, через ріжницю коефіцієнтів 

термічного розширення співіснуючих у ньому фаз. Додатковим чинником 

впливу на цей процес був розпад фаз, оскільки у структурі покриття під 

час відпалу утворилася нова фаза, яку було ідентифіковано як оксид 

Алюмінію. Показано, що дане покриття може витримувати нагрів до 

температури у 500°С, але водночас витримка має не перевищувати 20 

хвилин. Збільшення часу витримки за вказаної температури (до 120 

хвилин) привело до активної реакції взаємодії водню з основою (титаном). 
Визначено, що кількість увібраного зразком водню за вказаний проміжок 

часу становить ≅ 0,22 мас.% за середньої швидкости у ≅ 0,0025 мас.%/хв. 
(для порівняння: йодидний титан за аналогічний проміжок часу здатен 

увібрати ≅ 1,40 мас.%). 

Ключові слова: титан, водень, стоп на основі кобальту, захисне покриття, 
мікроструктура. 
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1. INTRODUCTION 

Hydrogen is considered as a clean and efficient energy source that is 

crucial for shaping a zero-emission future [1, 2]. Large-scale 

production, transportation, storage, and use of green hydrogen are 

expected to take place in the coming decades [3]. However, having the 

smallest atoms in the universe, hydrogen can adsorb, diffuse and 

interact with almost all metallic materials, thus degrading their 

mechanical properties [4–7]. This is especially true for titanium and 

titanium-based alloys [8, 9]. 
 Titanium and Ti-based alloys are considered to be rather resistant to 

chemical corrosion. However, in many technological and commercial 
applications these materials are exposed to hydrogen-containing 

environments and, therefore, can be seriously affected due to 

hydrogen embrittlement [10–12], as they can absorb large amounts of 

hydrogen, especially at elevated temperatures [13, 14]. The degree of 

interaction of Ti-based alloys with hydrogen directly depends on their 

microstructure and chemical composition [15, 16]. According to [8], 
today there are four main ways to protect metals (including titanium) 
from interaction with hydrogen: formation of protective coatings on 
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the metal surface, which prevent the permeation of hydrogen into the 

bulk material [17]; alloying, which reduces the rate of interaction 

between the metal and the hydrogen-containing environment and 

increases the maximum acceptable hydrogen concentration [18]; 

modification of the material surface by high-energy impact [19]; 
annealing of the final products [20]. 
 Despite the fact that the abovementioned methods of combating the 

negative effects of hydrogen on metallic materials have already found 

some application in industry, it is believed that the most promising 

way to solve this problem is still the use of protective coatings [17, 21–
23]. The use of coatings, especially in nuclear and renewable energy, 
can extend the service life of materials by minimizing the negative 

impact of the interaction with hydrogen [24]. The methods for 

applying coatings are very diverse: electrolytic deposition of metals 

and alloys, gas transport reactions, ion implantation, chemical and 

thermal treatment, etc. [24, 25]. Their compositions are also diverse: 
oxides, borides, nitrides, carbides, silicides [26]. However, it was 

noted in Ref. [24] that although the existing coatings already meet 

certain technological requirements, it is still expedient to search for 

new approaches to the formation of protective layers with increased 

resistance to hydrogen permeation and other enhanced properties. 
 In Ref. [27], we first showed the prospects of using an alloy based on 

the Co–NbC system as a protective coating to counteract the negative 

impact of a hydrogen-containing environment on titanium. The 

55.18Co–17.66Cr–12.18Nb–7.45W–3.07Fe–1.88Al–1.5C–1.59B [wt.%] 
alloy was studied. A technique for forming coatings was developed, 

which included: obtaining the alloy by induction melting; melt 

spinning (producing the ribbon); annealing the produced ribbon; 
milling the annealed ribbon; sieving powders of the needed fraction; 
plasma-enhanced deposition of the produced powders onto the 

titanium surface. The samples were annealed at 400°C and a hydrogen 

pressure of 0.6 MPa for 3.5 h. The sample did not react with hydrogen 

during this heat treatment. The present work is a continuation of the 

abovementioned work. The goal was to reveal possible changes in the 

structure and phase composition of the coating after heat treatment, 
as well as to determine the extreme service parameters for the formed 

coating. 

2. EXPERIMENTAL/THEORETICAL DETAILS 

The phase composition and lattice constants of the initial materials, as 

well as after annealing in hydrogen environment, were determined by 

means of x-ray phase analysis with a DRON-3M diffractometer. 
Metallographic studies were carried out with a VEGA3 TESСAN 

scanning electron microscope equipped with an XFlash610M EDS 
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detector (Bruker). 
 The sample with protective coating was annealed at 400°C for 3.5 

hours in a vacuum furnace SShVE-1.25/25-I2 at a pressure of 10−3
 MPa 

and a heating rate of ≅ 7°C/min. 
 The stability of the initial powders and the deposited protective 

coatings in a hydrogen environment was studied with the Sieverts 

method at an IVGM-2M unit [28, 29] at room temperature and during 

heating to 500°C (annealing at 400°C and 500°C was carried out in 

accordance with the data of Ref. [30]) at pressures 0.6−2.0 MPa. The 

amount of absorbed hydrogen was determined by the change in 

pressure in a closed volume (volumetric method) and additionally 

controlled by weighing with an accuracy of 1.5·10−5
 g (gravimetric 

method). 

3. RESULTS AND DISCUSSION 

As shown in Ref. [27], the protective coating on titanium was formed 

using the technique of plasma deposition in an argon flow. Argon was 

used for two reasons: (i) protection of partially or entirely molten 

powder from the negative effects of the environment (hydrogen, 

oxygen, and nitrogen); (ii) transportation of the powder to the 

substrate surface. The examination of microstructure of the protective 

coatings only on the surface of the samples would not allow obtaining 

complete information about the coating. Therefore, one sample was cut 

in half, which provided more information about the coating (Fig. 1). 
 As seen in Fig. 1, partial or complete melting of the powder particles 

occurred during the coating deposition, depending on the size of the 

initial powder. When deposited on the surface of titanium, the melted 

particles interacted with each other and partially with the substrate 

surface, which resulted in a rather high adhesion between the particles 

and the surface. The sufficient adhesion between the coating and the 

substrate, as well as between the particles, is proved by the absence of 

defects (cracks or delamination) at the interface between the substrate 

and the coating after mechanical impact on the sample (cutting, 
grinding, and polishing). Besides, it was found that the relief on the 

surface on which the protective layer was applied did not significantly 

affect the formation of the coating (Fig. 1, c). No intermediate layer 

between the substrate and the coating was observed (Fig. 1, c, d). This 

may indicate that the surface of the substrate did not significantly 

melt during the formation of the coating (this is important when 

depositing a coating on finished products). 
 The chemical compositions of the main phases (Table 1) in the 

studied coating were determined using the EDX technique. As was 

determined with the analysis of the coating surface [27], the basis of 

the deposited layer was a solid solution based on cobalt with 
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comparatively coarse inclusions of light-coloured niobium carbide of 

the NbC type (Fig. 1, d). The analysis of the coating cross section 

revealed a fairly uniform distribution of coarse niobium carbide 

particles (Fig. 1, d), which were present in the initial powders. The 

previous study of the coating surface [27] showed the absence of coarse 

carbide inclusions  only fine particles were observed (Fig. 1, a, b). 
 In Ref. [27], materials in their initial state, powders after heat 

treatment in hydrogen, and the deposited coating were studied using 

x-ray phase analysis (Table 2). Three phases were detected in the 

studied materials: Co-based solid solution, niobium carbide, and 

intermetallic compound Cr0.7Fe0.3. Using MAUD Software, we 

additionally examined the materials at each stage. This made it 

possible to reveal four phases in the structure, as well as to determine 

the volume fraction of each of them (Table 2). 
 According to MAUD Software, it was found that the volume 

fractions of the Co-based solid solution and niobium carbide were ≅ 76 

and ≅ 17.5%, respectively. Both phases have a face-centred cubic 

lattice of Fm−3m space group. These data correlate with the literature 

 

Fig. 1. Microstructure of protective coating: a, b—surface [27]; c, d—cross-
section. 



1190 V. A. DEKHTYARENKO, T. V. PRYADKO, V. V. KYRYLCHUK et al. 

ones [31, 32] regarding the basis of alloys of this type. In addition to 

the abovementioned phases, the Cr0.7Fe0.3 intermetallic compound with 

a body-centred cubic lattice (volume fraction ≅ 3–4%) of the Im−3m 

space group was also revealed. Besides, the Co2B phase with a 

tetragonal lattice (volume fraction ≅ 2.5%) of the I−42m space group 

was also found in the initial powder. The presence of this phase may be 

due to its incomplete dissolution during the production of the initial 
alloy, or its re-precipitation during melt solidification. 
 Comparison of the lattice constants (Table 2) of the phases at 

different stages (Table 2) showed a certain trend. Annealing in a 

hydrogen atmosphere led to a slight increase in the lattice constants, 
which was most likely due to some oxidation of the particles after 

contact with the atmosphere. This trend was also observed for most 

phases after coating deposition. On the contrary, the lattice constant 

of the Co-based solid solution slightly decreased below the initial value 

after coating deposition (Table 2). This can be explained by some 

redistribution of chemical elements with significant difference in 

atomic radius in the highly alloyed 55.18Co–17.66Cr–12.18Nb–
7.45W–3.07Fe–1.88Al–1.5C–1.59B system [33], since the partial 
substitution of an alloy component with an element with a different 

TABLE 1. Chemical compositions of phases in as-deposited coating. 

Phase 
Content, ±0.03 at.% 

Co Cr Nb W Fe Al C B О 
Solid solution 53.86 17.78 4.26 1.89 3.53 3.35 14.07 – 1.25 

Niobium carbide  1.29 0.87 54.11 0.68 0.07 0.14 41.61 – 1.23 

TABLE 2. Lattice constants of phases. 

State 

Lattice constants, ± 0.0009 (nm) 
Co-based 

solid 

solution 
NbC Cr0.7Fe0,3 Co2B Al2O3 

Initial powder [27] а=0.3630 а=0.4406 а=0.2841 
а=0.4909 
с=0.4479 

– 

Powder annealed in 

hydrogen atmosphere 

[27] 
а=0.3715 а=0.4433 а=0.2854 

а=0.4831 
с=0.4479 

– 

As-deposited coating 

[27] а=0.3623 а=0.4490 а=0.2910 
а=0.4914 
с=0.4465 

– 

Coated sample after 

annealing in hydrogen 

atmosphere 
а=0.3580 а=0.4480 а=0.2872 

а=0.4993 
с=0.4324 

а=0.4760 
с=1.2994 
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atomic radius is accompanied by changes in the volume of the unit cell 
[34]. 
 According to the data of Ref. [27], after annealing at 400°C and a 

hydrogen pressure of 0.6 MPa for 3.5 h, there were no noticeable 

changes in the hydrogen pressure in the chamber, which indicated that 

there was no interaction between the sample and hydrogen. However, 

there was no simultaneous effect of temperature and hydrogen 

pressure on the coating [27]. According to SEM investigations, this 

treatment led to the formation of cracks in the coating (Fig. 2, a, c). It 

was found that the crack growth occurred not only along the interfaces 

between the particles, but also through their bulk (Fig. 2, c). This may 

indirectly indicate a fairly high adhesion between the particles. It was 

also found that the heat treatment in a hydrogen atmosphere led to the 

decomposition of the phases (Fig. 2, a). Dark-coloured crystallites 

appeared in the microstructure, which were identified as a phase based 

on aluminium oxide (Table 3). According to the literature [35], 
aluminium oxide can precipitate during annealing in the alloys based 

on Ni–NbC or Co–NbC systems. 
 X-ray phase analysis was performed to confirm the above 

conclusions regarding the change in the phase composition of the 

 

Fig. 2. Microstructure of coatings after annealing at 400°С: a, c—in a hydrogen 
atmosphere; b, d—in a vacuum. 
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coating after annealing in a hydrogen environment (Table 2). As 

expected, the coating based on Co-based solid solution and niobium 

carbide of the NbC type formed upon annealing. Besides, Co2B phase 

and Cr0.7Fe0.3 intermetallic compound remained. Beside the initial 
phases, a phase based on aluminium oxide with a trigonal lattice 

(volume fraction ≅ 10%) was detected. Comparison of the lattice 

constants of the phases in the initial state and after annealing in a 

hydrogen atmosphere showed that they somewhat decreased (Table 2). 
Most likely, this is associated with a decrease in the amount of oxygen 

in the phases due to the reducing effect of the hydrogen environment 

and the formation of a new phase based on aluminium oxide. 
 As shown above, after heating up to 400°C in a hydrogen atmosphere, 
cracks formed in the coating, but it is not clear whether this process was 

caused by hydrogen pressure, temperature, or their simultaneous 

action. Besides, the phase composition changed. At the same time, it was 

unclear where the oxygen came from in the amounts sufficient for this 

phase formation (Table 3). In order to clarify the causes of formation of 

cracks and the change in phase composition, annealing in vacuum was 

performed (at the same parameters). As a result, the effect of hydrogen 

pressure was discarded (Fig. 2, b, d). It was found that the vacuum 

annealing also led to the formation of cracks. As seen in Figs. 2, a, c and 

b, d, the linear dimensions of the cracks (first of all their widths) are 

similar. Besides, the following pattern was observed: the crack 

propagated not only along the interface between the particles (Fig. 2, b), 
but also through their volume, and the cracks are capable to bypass some 

particles (Fig. 2, d), thereby choosing the easiest way for its 

propagation. Figure 2, b also shows that dark-coloured crystallites (see 

Table 3) appeared in the coating after annealing in a vacuum. It should 

be noted that the amount of oxygen in this phase was higher after 

annealing in a vacuum than after heat treatment in a hydrogen 

atmosphere. 
 The results considered above indicate that the main factor that leads 

to the formation of cracks in the coating is the annealing temperature. 
Therefore, the difference in thermal expansion coefficients plays a 

decisive role in this process. However, it is still unclear what factor is 

determinant: the difference in thermal expansion coefficients between 

TABLE 3. Chemical composition of dark-coloured crystallites precipitated 

upon annealing. 

Environment 
Content, ±0.03 at.% 

Co Cr Nb W Fe Al C B О 
Hydrogen 1.67 14.17 6.14 0.02 0.39 23.15 5.68 – 48.77 
Vacuum 0.65 3.33 0.35 – 0.07 29.65 7.13 – 58.77 
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the coating and the substrate, or between the phases in the coating. 
Hydrogen pressure does not significantly contribute to the process of 

crack nucleation and growth. It was also found out that the change in 

the phase composition of the protective coating was not affected by the 

atmosphere, in which it was annealed. Most likely, the corresponding 

change occurred due to diffusion processes in the coating under the 

impact of elevated temperature. It can be assumed that the difference 

in the amount of oxygen in the phase formed upon annealing in a 

vacuum and hydrogen atmosphere (Table 3) is associated with the 

reducing effect of hydrogen during the formation of this phase. It is 

well known that hydrogen can partially reduce oxide scale that is 

always present on the surface of metallic materials [36, 37]. 
 As noted above, annealing at 400°C resulted in the formation of 

cracks in the coating, but no hydrogen absorption was detected. The 

next temperature chosen for annealing was 500°C; this temperature is 

considered optimal (range 400–600°C [38, 39]) for hydrogen 

saturation of titanium and b.c.c. Ti-based solid solutions. The same 

samples (which already had cracks) were studied to simulate real-world 

conditions of service. 
 As in previous experiments [27], at the first stage, the samples were 

kept at room temperature and a hydrogen pressure of 0.6 MPa for 192 

hours (8 days). Exposure under these conditions did not lead to surface 

activation and, accordingly, to noticeable hydrogen absorption. The 

next step was heating to 500±10°C, holding at this temperature, and 

cooling to room temperature (Fig. 3). 
 The samples were heated to 410±5°C at a rate of ≅ 7 °C/min, and then 

from 410 to 500°C at a rate of only 2.0°C/min. The heating rate in the 

range 410−500°C was reduced based on the following considerations. 
Firstly, according to the literature [38, 39], the majority of elements 

 

Fig. 3. Time dependences of hydrogen pressure and temperature. 
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that can actively absorb hydrogen (e.g., Ti, Zr, Nb, and V) interact with 

the latter exactly in this temperature range. The second consideration 

was the presence of cracks that formed during heating to 400°C. 
 Time dependences of hydrogen pressure and temperature (Fig. 3) 
show no that no hydrogen absorption occurred during heating up to 

500°C. The next step was to hold the sample at this temperature and 

hydrogen pressure of 0.622±0.02 MPa for 120 min. At the initial stage 

of exposure (≅ 30 min), no hydrogen absorption was detected; at 

further exposure (30–120 min), a rather active interaction began. The 

amount of hydrogen absorbed by the sample over this period of time 

was ≅ 0.22 wt.%, at an average rate of ≅ 0.0025 wt.%/min. This 

calculation was made not for the total mass of the sample, but only for 

the mass of the substrate, since, according to Ref. [27], the powders 

used to deposit the coating did not interact with hydrogen. According 

to Ref. [40], titanium iodide can absorb ≅ 1.40 wt.% at an average rate 

of ≅ 0.015 wt.%/min for a similar period of time (90 minutes) at a 

pressure of 0.5 MPa, starting from 450°C. The comparison of the 

amounts of hydrogen absorbed by iodide titanium [40] and the coated 

sample over the same period of time allows assuming that only some of 

the cracks that formed during the first heating reached the substrate. 
 Figure 4 shows the surface of the protective coating after annealing 

in a hydrogen atmosphere at different temperatures. The comparison 

of the microstructures allowed concluding that the main cause of the 

decreased catalytic capability of the coating after heating to 500°C was 

an increase in the linear dimensions of previously formed cracks and 

their coalescence with a continuous net formation (Fig. 4, b). As noted 

above, cracks formed in the coating (Fig. 4, а) upon annealing at 

400°C, but the thickness of the protective layer was still sufficient to 

prevent the interaction of the substrate with hydrogen. 

 

Fig. 4. Coating surface after annealing in hydrogen atmosphere at: a—400°С; 
b—500°С. 
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 Figure 5 shows a cross section of the sample after annealing at 

500°C. This made it possible to determine the degree of damage of the 

protective coating by its thickness (to clarify how the crack 

propagated), as well as changes in the substrate (whether the absorbed 

hydrogen permeated in titanium). As seen in Fig. 5, а, the second 

phase of dark colour with needle-like shape was observed in the 

substrate in the regions where the crack passed through the protective 

coating. We have previously determined [8, 40] that the hydride phase 

looks like this [8, 41]. To a certain extent, this confirms the 

calculations made above, according to which all the hydrogen that 

permeated the sample was dissolved in the substrate volume. 
 Comparison of the microstructures shown in Figs. 5, a, b showed that 

the linear dimensions of the cracks significantly affected the formation of 

the hydride phase in titanium. When the crack reaches the substrate, thin 

needles of the hydride phase form there (Fig. 5, a). Then the needles 

transform into a continuous layer of the hydride phase, and the coating 

around the crack fractures (Fig. 5, b). This can lead to delamination of the 

coating from the substrate due to an increase in the volume of the 

titanium unit cell and the high brittleness of the hydride phase [38]. It 

was also found out that the simultaneous effect of high temperature and 

 

Fig. 5. Microstructure of sample annealed at 500°С. 
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hydrogen pressure led to the delamination of the coating (Fig. 5, d). 
Cracks up to 400 µm long formed, which propagated in the plane of the 

coating. These cracks grew mainly along the boundaries between the 

particles, and the particles located on the crack path were crashed. As a 

result, a whole area in the coating formed with practically zero adhesion 

between the particles and between the coating and the substrate. After 90 

minutes of active absorption (hydrogen capacity was 0.22 wt.%), 
hydrogen diffused into the substrate volume to a depth of more than 2.0 

mm (see Fig. 5, d). This phenomenon was observed on all sides of the 

sample, so the protective coating was damaged on all faces rather 

uniformly. 
 The chemical compositions of the main phases in the coating cross 

section are listed in Table 4. As noted above in the analysis of the 

coating surface, the basis of the deposited protective layer is the Co-
based solid solution (gray phase) with comparatively coarse inclusions 

of light-coloured niobium carbide phase of NbC type. Beside these 

major phases, dark crystallites of the aluminium oxide formed after 

the first annealing. The chemical composition of the dark phase on the 

surface of the coating (Table 3) and in its depth (Table 4) was similar. 
The formation of aluminium oxide crystallites in the volume of the 

coating, to some extent, confirms the assumption made after 

annealing the sample in a vacuum that this phase precipitated due to 

diffusion processes in the coating at elevated temperatures.  
 X-ray phase analysis showed that five phases remained in the 

coating after annealing at 500°C (Table 2). The lattice constants of the 

phases, within the measurement errors, coincided with those after 

annealing at 400°C. 

4. CONCLUSIONS 

1. The annealing temperature is the main factor affecting the 

initiation of a crack in the coating and its further growth. The 

difference in thermal expansion coefficients of the coating and the 

substrate, as well as the phases in the coating, played a decisive role in 

this process. At the same time, the hydrogen pressure practically did 

not contribute to this process. 

TABLE 4. Chemical compositions of phases in coating after annealing. 

Phase 
Content, ±0.03 at.% 

Co Cr Nb W Fe Al C B О 
Gray 54.21 17.71 5.09 1.93 3.55 4.02 12.85 – 0.63 

Light gray 1.22 0.73 55.44 0.53 0.06 0.14 40.55 0.33 1.00 
Dark 3.78 9.84 2.94 0.06 0.37 25.96 6.03 – 51.03 
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2. It is determined that phase decomposition in the protective coating 

can occur without the impact of the external atmosphere. A phase 

based on aluminium oxide formed due to diffusion processes that 

occurred in the coating annealed at elevated temperatures. 
3. The protective coating from Co-based alloy allows heating titanium 

in a hydrogen atmosphere (pressure 0.6–0.62 MPa) up to 500±10°C 

(exposure time no more than 20 min) without a noticeable interaction 

between metal and hydrogen. 
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Microstructure Evolution of a Steel Bar during FEM Simulation 

of Radial-Shear Broaching and Subsequent Drawing 

I. E. Volokitina and E. A. Panin  

Karaganda Industrial University,  
30 Republic Ave.,  
101400 Temirtau, Republic of Kazakhstan 

The paper presents the results of finite element modelling of the microstruc-
ture evolution in the implementation of the combined technology of radial-
shear broaching and subsequent drawing by JMAK and cellular automata 

methods. The analysis of the results shows that the simulation results have a 

high degree of convergence with each other; so, it can be recommended to use 

any of these methods to obtain information about the grain sizes. Workpiece 

deformation with a diameter of 30 mm to 20 mm at ambient temperature is 

the most effective method, since it allows refining the initial grain more than 

3 times on the workpiece surface, from 25 µm to 8 µm. At the same time, 
workpiece deformation with a diameter of 30 mm to 23 mm at ambient tem-
perature gives a twofold refinement of the initial grain, from 25 µm to 

12 µm. The processing of the central area of the workpiece in all considered 

models is insignificant; it reaches only a 35%-reduction under the most op-
timal conditions. 

Key words: steel, drawing, radial-shear broaching, severe plastic defor-
mation, bar. 

У статті наведено результати моделювання методом скінченних елементів 

еволюції мікроструктури під час реалізації комбінованої технології ра-
діяльно-зсувного протягання з подальшим витягуванням методами 

JMAK та клітинних автоматів. Аналіза даних показала, що результати 
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моделювання мають високий ступінь збіжности між собою; тому можна 

рекомендувати використовувати будь-який з цих методів для одержання 

інформації про розмір зерен. Деформація заготівки діяметром від 30 мм 

до 20 мм за температури навколишнього середовища є найбільш ефектив-
ним методом, оскільки дає змогу подрібнити вихідне зерно на поверхні 
заготівки більш ніж у 3 рази — з 25 мкм до 8 мкм. У той же час, деформа-
ція заготівки діяметром від 30 мм до 23 мм за температури навколишньо-
го середовища дає дворазове подрібнення вихідного зерна — з 25 мкм до 

12 мкм. Оброблення центральної зони заготівки у всіх розглянутих моде-
лях є незначним і сягає лише 35%-зменшення за найоптимальніших 

умов. 

Ключові слова: криця, волочіння, радіяльно-зсувне протягання, інтенси-
вна пластична деформація, дротик арматурного заліза. 

(Received 20 August, 2024; in final version, 1 November, 2024) 
  

1. INTRODUCTION 

Wire is an indispensable material in a wide variety of industries. It is 

used in the form of finished products such as steel ropes, nets (welded 

and woven), nails, screws, as well as semi-finished products for the 

production of machine parts, wire and cable products and many other 

components. The key process in wire production is drawing, in which 

the workpiece is stretched along its longitudinal axis. During drawing, 

deformation occurs mainly in one direction, which makes this process 

quasi-monotonic. 
 However, modern technologies tend to go beyond traditional pro-
cessing methods in order to obtain materials with improved properties. 
One of the most interesting areas is the creation of materials with a 

sub-, micro- and nanocrystalline structure. These materials have in-
creased strength, wear resistance, corrosion resistance and other ad-
vantages [1–7]. 
 To obtain a sub-, micro- and nanocrystalline structure in metals, it is 

necessary to use high-intensity deformation and the non-monotonic 

nature of the process. Non-monotonic deformation implies a change in 

the direction of deformation in each subsequent pass. For example, if 

the angle between the deformation directions in two consecutive passes 

is 90° or 180°, this will be considered a non-monotonic deformation. 
 Existing methods of severe plastic deformation (SPD), such as high-
pressure torsion, equal-channel angular pressing, extrusion and impact 

treatment, have their limitations [8–14]. For example, they do not allow 

the creation of products with the necessary shapes and dimensions for 

practical use, especially for long products such as rods and wire. 
 To date, one of the most promising methods of forming an ultrafine-
grained structure in long products is radial-shear rolling (RSR). RSR 
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can be considered as a special case of screw rolling, but with signifi-
cantly higher feed angles. This method combines deformations of 

shape change and torsion shear. However, the presence of torsion of 

the workpiece limits the use of RSR for processing long products. 
 The traditional method of producing long products, such as RSR, is 

widely used in metallurgy. However, the use of planetary crates re-
quired for this method makes it impractical for wire production. That 

is why a radial-shear broaching, as a new method of producing round 

wire, was developed and investigated [15]. 
 Radial-shear broaching is an innovative process that allows obtain-
ing wire by broaching without twisting, which eliminates the risk of 

defects and improves the quality of the final product. The method is 

based on the application of a forward pulling force to the wire rod (the 

starting wire) and the rotation of the roller lug. 
 In this work, it was proposed to combine radial-shear broaching with 

traditional drawing. In order to study the mechanism of radial-shear 

broaching and drawing and to optimize the process, modelling was car-
ried out in Deform software package. Radial-shear broaching is a 

promising method for producing rods, which promises to improve 

product quality, reduce costs and increase productivity. Further re-
search in this direction promises to further improve the process and 

open up new opportunities for the development of the wire industry. 

2. EXPERIMENTAL 

When developing a new deformation technology, along with studying 

the stress–strain state and energy–force parameters, an important 

task is to study the microstructure evolution. This knowledge provides 

a visual representation of the material processing effectiveness on the 

investigated technology. In recent years, in addition to experimental 
studies, an approach to studying the microstructure evolution by the 

finite element method has been actively developing. At the same time, 
the most commonly used methods for predicting microstructure are 

mathematical models that take into account dynamic and static recrys-
tallization. The ultimate goal of such studies is data on the size and 

shape of metal grains after mechanical or thermal processing. 
 There are two methods of microstructure modelling in the Deform 

system. The first method is the Johnson–Mehl–Avrami–Kolmogorov 

(or JMAK) method. The main disadvantage of the JMAK method is the 

fact that it does not take into account the different shape of the grain. 
At the same time, its advantage is that during the calculation it is pos-
sible to obtain data on the grain size at any point of the workpiece. The 

second method of microstructure modelling in Deform is the discrete 

lattice method, implemented using the cellular automata algorithm, 
which was implemented to eliminate the disadvantages of the JMAK 
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method. This model, which explicitly represents grains and grain 

boundaries visually, is more sensitive to local geometry changes. The 

main disadvantage of the cellular automata method is that it cannot 

provide data for the entire volume of the workpiece, since the calcula-
tion mechanism allows evaluating the microstructure only at prede-
fined points of the workpiece. Its advantage is that during the calcula-
tion it is possible to obtain data on the shape and size of the grains. 
 To use the JMAK method, it is necessary to calculate initially a 

model with microstructure calculation parameters. By default, the 

model assumes a uniform distribution of the initial grain size over the 

entire area or volume of the workpiece. The value of 25 µm was adopted 

as the initial grain size of steel 10. 
 For correct modelling, it is necessary to enter the parameters of 

grain evolution for the JMAK method. They include data on static, dy-
namic and meta-dynamic recrystallization, as well as on the kinetics of 

new grain growth. The essence of entering this data is to enter certain 

constants of the model, depending on the properties of the material 
and the type of processing process. All of them are considered in detail 
in Ref. [16], which presents a large number of values of these coeffi-
cients for various grades of steels and alloys, depending on the types of 

deformation and thermal treatments. 
 When using the JMAK method, three types of recrystallizations are 

calculated. Dynamic recrystallization (DRX) starts after reaching a 

critical degree of deformation, due to dynamic return, the process of 

nucleation of new grains is added, which also undergo riveting during 

deformation, which can lead to the formation of new grains inside 

them. The basic JMAK equations describing dynamic recrystallization 

for steel 10 are presented below: kinetic exponent (Avrami index) re-
sponsible for the rate of embryo formation, 

 0.04
d 0.029 exp( 16550 / )k RT−= ε − ; (1) 

critical value of the strain intensity, 

 0.06
KP 1.97 exp(23590 / )k RT= ε ; (2) 

strain intensity at 50% recrystallization, 

 0.124
0.5 71 exp(51300 / )k RT= ε ; (3) 

the size of dynamically recrystallized grains [µm], 

 0.123
DRX 0.3 exp(50900 / )d RT−= ε ; (4) 

here, ε  is strain rate [s−1], R = 8.31 J/(mole⋅K) is universal gas con-
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stant, T is material temperature [K]. 
 The process of metadynamic recrystallization (MRX) begins after 

the deformation process stops when its critical degree is reached. In 

fact, the MRX process consists in the growth of grains (embryos) that 

appeared as a result of dynamic recrystallization. The basic JMAK 

equations describing the metadynamic recrystallization for steel 10 

are presented below: an empirically determined constant, 

 m 0.237k = ; (5) 

the time, at which 50% of the metadynamically recrystallized grains 

are formed in the structure, 

 9 0.8
0.5 01.12 10 exp(230000 / )t d RT− −= ⋅ ε ; (6) 

the size of metadynamically recrystallized grains [µm], 

 0.99 0.033
MRX 01.57 exp( 5115 / )d d RT−= ε − . (7) 

 Static recrystallization (SRX) occurs, if the critical degree is not 

reached as a result of plastic deformation, but the accumulated inter-
nal energy due to the temperature of the metal is sufficient for the 

formation of new grain nuclei. This temperature value is a reference 

value (Ac1 critical point), for steel 10 it is equal to 742°C. The basic 

JMAK equations describing static recrystallization for steel 10 are 

presented below: degree indicator, 

 m 0.31k = ; (8) 

the time, at which 50% of statically recrystallized grains are formed in 

the structure, 

 13 3.8 0.41
0.5 1.14 10 exp(252000 / )t RT− − −= ⋅ ε ε ; (9) 

the size of statically recrystallized grains [µm], 

 0.67 0.67
SRX 00.5d d −= ε . (10) 

 To simulate the microstructure evolution using the Cellular Autom-
ata method, it is necessary to use pre-calculated models with fields of 

all parameters (stress, strain, flow velocity, etc.). To be able to com-
pare with the results of the JMAK model, two points were considered 

in each model, when calculating cellular automata,—in the workpiece 

centre and at a distance of 0.5 mm on the surface in the contact area 

metal with rolls, which allows to estimate the maximum level of metal 



1204 I. E. VOLOKITINA and E. A. PANIN 

processing. 
 In addition, it was decided to calculate the microstructure at the 

designated points in two directions (transverse and longitudinal), 
since this method provides a visual picture of the grains, and it is pos-
sible to assess not only changes in their size, but also their shape. For 

the calculation of all models, the construction of a window with dimen-
sions of 100×100 µm was used. The initial structure with an average 

grain size of 25 µm is shown in Fig. 1. 

3. RESULTS AND DISCUSSION 

Figure 2 shows the patterns of the microstructure evolution in the 

cross section of the workpiece after all stages of deformation for all 

 

Fig. 1. Initial microstructure. 

 

Fig. 2. Average grain size over the workpiece section. 
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models that were considered earlier in the study of the stress-strain 

state. For ease of comparison, all results have the same scale range. 
 The following conclusions can be drawn from the results obtained: 
1) the intensity of grain refinement is significantly influenced by both 

the level of compression in direct dependence and an increase in tem-
perature in inverse dependence; 
2) the most intensive refinement of the initial grain size is observed in 

the model 30-25-20 at 20°C, which is a consequence of the maximum sin-
gle and total compressions, as well as the minimum temperature of the 

workpiece; also in other models, this temperature is the most preferable; 
3) the model 20-18-16 is the least effective in terms of grain refine-
ment at all temperatures, even in the absence of heating of the work-
piece, the central zone of the workpiece almost does not receive any 

significant grain grinding; 
4) in all models at 900°C, there is a sharp decrease in the intensity of 

grain refinement, which is associated with the launch of the static re-
crystallization process at 742°C. 
 Figure 3 shows a summary diagram of the values of the average 

grain size on the surface and in the centre of all the models considered. 
 From the data obtained, it can be said that the deformation of the 

workpiece according to the 30-25-20 scheme at ambient temperature 

allows the initial grain to be refined more than 3 times on the work-
piece surface, where the maximum metal processing is usually accumu-
lated during RSR. 
 At the same time, using the 30-27-23 scheme at ambient tempera-
ture gives a twofold refinement of the initial grain. The processing of 

the central area of the workpiece in all the considered models is weakly 

pronounced, reaching a 35%-reduction in the most optimal conditions. 
 Figures 4–6 show the results of the calculation of the microstruc-

 

Fig. 3. Summary chart of average size values by the JMAK method. 
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ture by the cellular automata method for models 30-25-20 at three 

temperatures. 

 

Fig. 4. Microstructure of the model 30-25-20 at 20°C: surface, transverse di-
rection (a), surface, longitudinal direction (b), centre, transverse direction 

(c), centre, longitudinal direction (d). 

 

Fig. 5. Microstructure of the model 30-25-20 at 500°C: surface, transverse 

direction (a), surface, longitudinal direction (b), centre, transverse direction 

(c), centre, longitudinal direction (d). 
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 With analysing the data obtained, it can be noted that the calcula-
tion results by cellular automata have high convergence with the re-
sults in the JMAK model, especially in the transverse direction. In the 

longitudinal direction, sufficient uniformity of the grain shape re-
mains on the surface, whereas in the central region there is an intense 

elongation of the grains due to the action of tensile forces during draw-
ing and laminar flow according to the RSR scheme. At a temperature 

of 900°C, the intensity of grain elongation decreases due to the activa-
tion of the static recrystallization mechanism, which leads to the for-
mation of new grains. 

 

Fig. 6. Microstructure of the model 30-25-20 at 900°C: surface, transverse 

direction (a), surface, longitudinal direction (b), centre, transverse direction 

(c), centre, longitudinal direction (d). 

TABLE 1. Average grain size in models 30-25-20 [µm]. 

Temperature Direction 
Surface Centre 

CA JMAK CA JMAK 

20°С 
Transverse 7.3 

8 
15.96 

16 
Longitudinal 7.7 16.46 

500°С 
Transverse 12.03 

12 
18.07 

18 
Longitudinal 12.39 18.55 

900°С 
Transverse 14 

14 
20.27 

20 
Longitudinal 14.33 20.95 
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 Table 1 shows comparative data on the average grain size for both 

microstructure calculation methods. 

 

Fig. 7. Microstructure of the model 30-27-23 at 20°C: surface, transverse di-
rection (a), surface, longitudinal direction (b), centre, transverse direction 

(c), centre, longitudinal direction (d). 

 

Fig. 8. Microstructure of the model 30-27-23 at 500°C: surface, transverse 

direction (a), surface, longitudinal direction (b), centre, transverse direction 

(c), centre, longitudinal direction (d). 
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 Figures 7–9 show the results of calculating the microstructure for 

models 30-27-23 at three temperatures. 
 As in the case of models 30-25-20, the analysis of the results of mod-
els 30-27-23 reveals a high convergence of the results of the calcula-
tion of the microstructure with the results of the JMAK method—both 

on the surface and in the centre (see Table 2). There is also an elonga-
tion of the grains in the longitudinal direction in the central area of the 

workpiece; on the surface, the grains have a more equiaxed shape due 

to the turbulent flow pattern of the metal due to the constructive ar-
rangement of the rolls of the RSR mill. 

 

Fig. 9. Microstructure of the model 30-27-23 at 900°C: surface, transverse 

direction (a), surface, longitudinal direction (b), centre, transverse direction 

(c), centre, longitudinal direction (d). 

TABLE 2. Average grain size in models 30-27-23 [µm]. 

Temperature Direction 
Surface Centre 

CA JMAK CA JMAK 

20°С 
Transverse 12.17 

12 
17.21 

17 
Longitudinal 12.39 17.84 

500°С 
Transverse 13.21 

13 
20.27 

20 
Longitudinal 13.79 20.95 

900°С 
Transverse 15.22 

15 
23.03 

22 
Longitudinal 15.8 23.03 
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 Figures 10–12 show the results of calculating the microstructure 

for models 20-18-16 at three temperatures. 

 

Fig. 10. Microstructure of the model 20-18-16 at 20°C: surface, transverse 

direction (a), surface, longitudinal direction (b), centre, transverse direction 

(c), centre, longitudinal direction (d). 

 

Fig. 11. Microstructure of the model 20-18-16 at 500°C: surface, transverse 

direction (a), surface, longitudinal direction (b), centre, transverse direction 

(c), centre, longitudinal direction (d). 
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 When analysing the results of models 20-18-16, a high convergence 

of the results of calculating the microstructure with the results of the 

JMAK method was revealed both on the surface and in the centre (see 

Table 3). 
 There is practically no effect of grain elongation in the longitudinal 
direction, since the central layers in these models receive extremely 

insignificant grain refinement. The surface layers are also poorly 

worked out. The main reason for this effect is a sharp decrease in sin-
gle compressions, as well as the use of a workpiece with a reduced di-
ameter. As a result, the deformation zone in the rolls is formed in the 

 

Fig. 12. Microstructure of the model 20-18-16 at 900°C: surface, transverse 

direction (a), surface, longitudinal direction (b), centre, transverse direction 

(c), centre, longitudinal direction (d). 

TABLE 3. Average grain size in models 20-18-16 [µm]. 

Temperature Direction 
Surface Centre 

CA JMAK CA JMAK 

20°С 
Transverse 19.95 

20 
23.53 

25 
Longitudinal 20.6 24.06 

500°С 
Transverse 21.72 

22 
24.06 

25 
Longitudinal 22.13 24.62 

900°С 
Transverse 23.03 

23 
25.89 

25 
Longitudinal 23.53 26.6 
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rectilinear region of the rolls, which sharply reduces the angle of twist-
ing of the surface layers; in this case, it is advisable to talk not about 

radial-shear rolling, but about conventional screw rolling. 

4. CONCLUSION 

In this article, the influence of the combined technology of radial-
shear broaching and subsequent drawing on the microstructure evolu-
tion of rods was studied by two modelling methods—JMAK and cellu-
lar automata ones. The analysis of the results showed that the simula-
tion results have a very high degree of convergence among themselves, 
so it can be recommended to use any of these methods to obtain infor-
mation about the grain size. If it is necessary to obtain data on grain 

shape changes, then, cellular automata will be a suitable method in this 

case. In this case, it will be possible to track the change in the shape of 

the grains in different directions. From the obtained microstructure 

modelling data, it can be said that deformation of the workpiece ac-
cording to the 30-25-20 scheme at ambient temperature is the most ef-
fective method, since it allows refinement the initial grain more than 3 

times on the workpiece surface. At the same time, using the 30-27-23 

scheme at ambient temperature gives a twofold refinement of the ini-
tial grain. The processing of the central area of the workpiece in all the 

considered models is weakly pronounced, reaching a 35%-reduction in 

the most optimal conditions. 
 This research is funded by the Science Committee of the Ministry of 

Science and Higher Education of the Republic of Kazakhstan (grant 

No. АР19678974). 
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PACS numbers: 34.20.Cf, 46.50.+a, 61.72.Bb, 61.72.J-, 61.72.Lk, 61.72.Qq, 62.20.mt 

Концентратори напружень в атомарному моделю будови 
металічних матеріялів. 1. Загальні принципи побудови моделю 

концентраторів напружень в атомарних ґратницях металів 

П. Ю. Волосевич  

Інститут металофізики ім. Г. В. Курдюмова НАН України,  
бульв. Академіка Вернадського, 36,  
03142 Київ, Україна 

На основі вперше запропонованого моделю стосовно виникнення, будови, 
взаємодії та трансформації трьох видів концентраторів напружень (К), 
кожний з яких (на масштабних рівнях структурної й атомарної будови 

металевих матеріялів) представлено двома різними типами вилучення 

(К−) та втілення (К+) маси, розглянуто їхню роль у формуванні процесів 

втрати механічної стійкости зразків. До першого виду віднесено нестан-
дартні (Кн±), які завжди присутні у реальних зразках. До другого та тре-
тього видів належать К, які зароджуються за навантажень вздовж базо-
вих атомарних ланцюжків з найбільш щільним розташуванням атомів 

кристалічних ґратниць (Ксе±), міжатомові віддалі яких стискаються і ро-
зтягуються, а також меж зерен (Кмз±) і комірок (Кмк±). Вперше продемо-
нстровано роль означених первинних стандартних елементарних Кcе±

 у 

формуванні угруповань комплексних стандартних елементарних внутрі-
шніх (Кксев), поява яких на внутрішніх поверхнях порожнин у вигляді 
Кн−

 або бічних поверхнях зразків завжди супроводжується утворенням 

нових вершин комплексних стандартних елементарних мікроскопічних 

поверхневих Кксемп−. Їхні угруповання, розташовані вздовж периметрів 
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площин втрати зразками механічних стійкостей, формують вершини 

комплексних стандартних поверхневих макроскопічних Кксп−, які на 

загалі представляють шийки. Вони мають природнє походження та фак-
тично є аналогами штучних К−, які використовуються в механіці. Вперше 

продемонстровано зв’язки між К різних видів і те, що поява Кн±
 з несиме-

тричними системами їхнього розміщення по поверхнях й об’ємах робочих 

частин зразків (як в моно-, так і полікристалічних станах) супроводжу-
ється відповідними порушеннями симетрії в схемах розподілу напружень 

розтягу та стискання по вершинах К усіх видів і масштабних рівнів. Вна-
слідок цього відбувається фраґментація зразків і відхил у розміщеннях 

траєкторій втрати їхніх механічних стійкостей від положень їхніх сере-
динних по довжині перетинів, які реалізуються за відсутности Кн у ста-
нах з досконалими кристалічними будовами. Запропонований модель доб-
ре узгоджується з експериментальними та теоретичними результатами, 
одержаними як на моно-, так і полікристалічних станах різних металів та 

їхніх стопів. Продемонстровано здатність його прогнозувати шляхи розви-
тку процесів за пластичних і крихких релаксацій за будь-яких схем випро-
бувань і швидкостей навантажень. 

Ключові слова: концентратори напружень, атомарна будова, міжатомова 

взаємодія, моно- та полікристали, швидкості деформації, механізми ре-
лаксації, руйнування, механічні властивості. 

Based on the firstly proposed model for the origin, structure, interaction and 

transformation of three types of stress concentrators (К), each of which is 

represented by the extraction concentrators (К−) and the interstitial ones (К+) 
at the scale levels of microscopic and atomic structure of samples of metallic 

materials, the loss of the corresponding mechanical stability is considered 

under the influence of these stress concentrators. The stress concentrators of 

the first type include the non-standard concentrators (Кн±), which are always 

present in real samples. The stress concentrators of the second and third 

types are generated by loads along the atomic chains of the crystal lattices 

(Ксе±) and grain boundaries (Кмз±) or cells (Кмк±). The role of the sets of 

these primary concentrators (Ксе±) in the formation of the groups of complex 

standard elementary internal concentrators (Кксев) is demonstrated, and the 

appearance of the Кн−
 on the inner surfaces of pores (cracks) or side surfaces 

of the samples is shown to be always accompanied by the formation of the ver-
tices of complex standard elementary microscopic surface concentrators 

(Кксемп−). The sets of Кксемп−
 in the vicinity of the perimeters of the planes 

of the mechanical stability loss of samples form the vertices of complex 

standard surface macroscopic concentrators (Кксп−). The Кксп−
 concentra-

tors generally represent the necks, which are the macroscopic extraction con-
centrators of natural origin and analogous to artificial concentrators К−

 con-
sidered in mechanics. The interrelation between the concentrators К of dif-
ferent types is demonstrated for the first time. Additionally, the fact of the 

appearance of non-standard concentrators (Кн±) with asymmetric systems of 

their location on the surfaces and in the core of the sample gauge in both sin-
gle- and polycrystalline states is shown to be accompanied by corresponding 

violations in the filed-distribution symmetry of tensile/compressive stresses 

occurred on the vertices of standard elementary concentrators К of all types 
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and scale levels. As a result, there are the sample fragmentation and the devia-
tions in the location of the trajectories’ loss of the mechanical stability of their 

gauges from the positions of their middle axial sections, which are realized in 

the absence of Кн in the states with ideal crystal structures. The proposed ideas 

regarding the concentrators are in good agreement with the experimental and 

theoretical results obtained for both single- and polycrystalline states of vari-
ous metals and their alloys. The model is able to predict the development of 

both plastic and brittle relaxation processes under any test schemes and load-
ing rates. 

Key words: stress concentrators, atomic structure, interatomic interaction, 
single- and polycrystalline states, deformation rates, plastic and brittle re-
laxation mechanisms, mechanical properties. 

(Отримано 16 лютого 2023 р.; остаточн. варіянт — 12 серпня 2025 р.) 
  

1. ВСТУП 

На сьогодні стало очевидним, що подальший розвиток уявлень про 

концентратори напружень (К), особливості їхнього утворення та 

поведінки на атомарному рівні будови кристалічних ґратниць ле-
жить в основі розуміння їхньої ролі в процесах формування механі-
чних і службових характеристик не тільки зразків, а й різноманіт-
них вузлів і конструкцій з металевих матеріялів за умов випробу-
вань та експлуатації. У першу чергу, стан проблеми пов’язаний з 

переходом обґрунтування змін означених характеристик від моде-
лю ізотропного тіла до моделю його атомарної будови. 
 У першому випадку (у сучасній механіці твердого тіла) майже усі 
проблеми прогнозування поведінки механічних і службових харак-
теристик виробів вирішуються шляхом розрахунку напруження 

руйнування, яке виникає у вершині штучного поверхневого конце-
нтратора типу вилучення маси (К−). Його небезпека пов’язується з 

розмірними параметрами К−
 і гостротою вершини [1]. 

 Металофізика розглядає вказані проблеми з огляду на атомарну 

будову матеріялів, в межах якої набули сенсу та практичного підт-
вердження існування в реальних металевих виробах значного різ-
номаніття К напружень різних типів (у тому числі й випадкових). 
Усі вони зароджуються, існують, трансформуються (дисоціюють, 
або набувають розвитку) та взаємодіють на усіх масштабних рівнях 

атомарної, структурної та фазової будови матеріялів, визначаючи 

механічні та службові характеристики виробів в залежності від 

умов і швидкостей навантажень [2–5]. Зазначимо, що серед усіх К 

існують і такі, які добре замасковані, але, як і всі інші (які виявля-
ються в структурі матеріялу у вигляді різних порожнин, неметалі-
чних включень, інших фаз тощо), вони визначають свою присут-
ність тільки за пластичної чи крихкої релаксації завдяки ґенерації 
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в околах їхніх вершин відповідних (щодо величин напружень і 
швидкостей їхнього зростання) кількостей елементарних носіїв де-
формації у вигляді дефектів втілення та вилучення маси, представ-
лених вакансіями, дислокаціями, порами та крихкими тріщинами 

деформаційного походження [2–5]. 
 Окрім К−, в металевих матеріялах існують і К+

 втілення. Водно-
час, якщо перші виглядають порожнинами, то останні представле-
но певними об’ємами матеріялу (аж до втілених у кристалічну ґра-
тницю атомів), які знаходяться в стисненому стані завдяки напру-
женням від зовнішніх або внутрішніх сил міжатомової взаємодії. 
Очевидно, що природа походження обох видів К на атомарному рів-
ні будови металевих матеріялів може бути пов’язана з порушення-
ми умов рівноваги сил міжатомової взаємодії внаслідок їхньої су-
перпозиції з тими, котрі виникають в матеріялі конструкції за умов 

випробувань або експлуатації. Воднораз, особливості існування, 

утворення та взаємодії К усіх типів, які по-різному можуть бути ро-
зташовані в об’ємах реальних виробів на масштабних рівнях їхньої 
атомарної та структурної будови, на сьогодні не вивчено, хоча їхні 
вершини є первинними відносно визначення величин і швидкостей 

зміни напружень розтягу та стискання. Означені параметри на-
пружень не тільки реґламентують послідовність реалізації усіх ві-
домих на сьогодні механізмів релаксації та напрямки ґенерації їх-
ніх елементарних носіїв біля вершин К, а й є відповідальними за 

орієнтації траєкторій втрати механічної стійкости виробів і рівні 
їхніх механічних і службових характеристик. 
 Означене стало приводом написання даної роботи, присвяченої 
створенню модельних уявлень про будову, зв’язки та взаємодію К, 
які існують і виникають на різних масштабних рівнях атомарної та 

структурної будови металевих матеріялів, за встановлення їхньої 
ролі в формуванні схем розподілу напружень і змін механічних 

властивостей виробів у межах загальних уявлень про залежність 

реалізації механізмів пластичних і крихкої релаксацій від швидко-
сти навантаження (змін величини зовнішньої макроскопічної сили, 
деформації, зростання напружень у вершинах К тощо [2–9]). 

2. МАТЕРІЯЛИ ТА МЕТОДИ ДОСЛІДЖЕННЯ 

Проблему розглянуто в рамках відомих уявлень про масштабні рів-
ні конструкційних і структурних ієрархій будови виробів з метале-
вих матеріялів у послідовності: мега-, макро-, мезо-, мікромасшта-
бний і атомарний рівень [10]. Мегамасштабний рівень охоплює осо-
бливості взаємодії конструкції (зразка) як цілого з середовищем 

оточення. Габарити окремих її елементів, форма та внутрішній 

вміст (отвори й ін.) віднесено до макрорівня. Всі можливі 
з’єднання, які пов’язані, у тому числі, зі змінами властивостей ма-
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теріялів, особливостями їхніх структурних і фазових станів, а та-
кож наявністю різних К (аж до випадкових) у відповідності до їхніх 

розмірних параметрів віднесено до мезомасштабного, мікромасш-
табного й атомарного рівнів будови кристалічних ґратниць. На під-
ґрунті аналізи значного масиву експериментальних даних, котрі 
стосуються пластичних і крихких релаксацій, проведеної з викори-
станням синергетичного підходу [11, 12], в роботах [2, 4–6, 8, 9] бу-
ло визначено загальні закономірності та послідовність реалізації 
процесів пластичних і крихкої релаксацій за участи К та ґенерова-
них ними дефектів різних типів. Водночас продемонстровано, що 

їхні кількості в металевих матеріялах залежать від швидкости зро-
стання прикладеної зовнішньої сили та послідовно змінюються за 

параболічними залежностями від неї. 
 Для проведення розрахунків стосовно змін міжатомових відда-
лей і визначення їхнього впливу на процеси, які відповідають за 

особливості поведінки не тільки напружень, а й розмірів і форми 

зразків за умов випробувань на розтяг, було використано параметри 

кристалічної ОЦК-ґратниці заліза (a = b = c = 2,8664 Å [13]), а також 

результати досліджень впливу на них особливостей формування 

структур за деформації та низьких температур у моно- та полікрис-
талічних станах. Оскільки означене добре вивчено, багато разів пе-
ревірено й у переважній більшості випадків збігається з особливос-
тями процесів, які відбуваються у ґратницях інших металів та їх-
ніх стопів, це має надавати певної універсальности моделю, який 

пропонується. На схемах переміщення атомів за навантажень від 

рівноважних положень вихідного стану до нових місць розташу-
вання позначено тільки вузлові атоми, які розташовані на однако-
вих віддалях і поділяють розмірні параметри зразків на відповідну 

сітку, сторона кожного квадрату якої утримує однакову кількість 

атомів. Це надає можливість зробити наочними не тільки їхні пе-
реміщення у поверхневому та приповерхневих шарах зразка, а й 

особливості змін (за навантаження розтягом) пружніх напружень 

стискання та розтягу, які діють вздовж поперечних та в обох, про-
тилежно спрямованих від поперечної площини втрати механічної 
стійкости зразка М0Н0, напрямках z відповідно (рис. 1). До означе-
ного слід додати, що кількість площин типу М0Н0 у запропонова-
ному моделю може змінюватися від однієї до двох, що залежить від 

умов розподілу навпіл їхньої загальної чисельности (кратна чи ні до 

двох) за встановлення рівноваги між верхньою та нижньою части-
нами зразка за розтягу. Але, з огляду на те, що ця обставина прин-
ципово не впливає на механізм утворення шийки, проведений в ро-
боті розгляд стосується випадку, коли така площина є одною-
єдиною. У розрахунках напружень враховувались особливості роз-
кладу прикладеної ззовні сили за міжатомовими віддалями з ура-
хуванням тих обставин, що зміна параметра ОЦК-ґратниці заліза 
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за пластичних деформацій в інтервалі напружень від 0 до σМ не пе-
ревищує 3% від його параметра а [13–15]. 

3. ПРИНЦИПИ ПОБУДОВИ МОДЕЛЮ КОНЦЕНТРАТОРІВ 

В АТОМАРНИХ ҐРАТНИЦЯХ МЕТАЛІВ 

Побудова модельних уявлень про К вимагає мінімізації усього різ-
номаніття їхніх видів [4, 5, 16] на підставі виявлення загальних за-
кономірностей утворення, атомарної будови, розмірів і поведінки за 

умов різних силових схем випробувань виробів під час визначення 

їхніх механічних і службових характеристик. У підґрунтя моделю 

атомарної будови всіх К покладено засади ядерної фізики [17–23] та 

  
а б 

 
в 

Рис. 1. Схеми робочої частини циліндричного зразка з досконалою будо-
вою кристалічної ґратниці та позначеними розподілами по її об’єму на-
пружень розтягу (σрт) та стискання (σст) — суцільні та пунктирні лінії, які 
перетинаються в центрі О площини М0Н0 та в її околах в центрах О1 і О2 

відповідно (а, б). Напрямки дії напружень розтягу та стискання (б) й від-
повідне щодо них переміщення атомів з утворенням Кксп−

 у вигляді ший-
ки (в) позначено стрілками. 

Fig. 1. Schemes of working part of cylindrical sample with the ideal crystal-
line lattice and marked distributions of the tensile (σрт) and compression (σcт) 

stresses over its volume (continuous and dotted lines, which cross in a centre 

O of М0Н0 plane and in its neighbourhood in the centres of О1 and О2, accord-
ingly (a, б). Location and moving of atoms in a neck along chains with their 

densest packing before and during tensile testing (в). 
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експериментальні результати, одержані за спостережень розвитку 

процесів, які передують і супроводжують пружню та пластичну де-
формації в інтервалі напружень від 0 до σМ і за різних видів руйну-
вань в інтервалах σМ–σр у механічних випробуваннях. 
 Згідно з першим, досконалий стан і суцільність кристалічних 

ґратниць металевих матеріялів забезпечується силами взаємодії 
між сусідніми атомами. Відповідальність за виникнення цих сил в 

більшості металів та їхніх стопів покладено на електронні системи 

атомів, кожна з яких розділена на два види — ферміони та бозони. 
До ферміонів відносяться електрони стабільних (внутрішніх, базо-
вих) оболонок, які сприяють взаємному відштовхуванню сусідніх 

атомів, у той час як бозони, представлені електронами зовнішніх 

оболонок, завдяки обмінній взаємодії забезпечують зв’язок між су-
сідами. Суперпозиція означених сил з прикладеними ззовні сприяє 

утриманню нелінійних коливних процесів атомів у ґратницях біля 

певних рівноважних положень, на підставі яких формуються схеми 

розташування їхніх вузлів. Водночас, віддалі між вузлами (атома-
ми), як і амплітуди й особливості їхніх нелінійних коливань і сил 

взаємодії в межах існування кожного кристалічного стану, визна-
чаються видами атомів і термодинамічними параметрами за їхніх 

залежних і незалежних змін. Силовий варіянт встановлення рівно-
важних положень атомів для кожного збігу термодинамічних па-
раметрів свій, але, за звичайних для Землі умов, в залежності від 

швидкости змін прикладеної зовнішньої сили, може змінюватися 

як зовсім пружньо (без структурних змін як за абсолютної крихкос-
ти) до певних граничних (мінімальних за стискання чи то максима-
льних за розтягу) значень параметрів ґратниць, так і послідовно, з 

поступовим набуванням зразками на різних стадіях пластичної де-
формації, в тому числі й за розтягу, нових властивостей і форм за 

відповідних структурних змін і зміцнень [24–40]. 
 Оскільки вплив зовнішніх сил за різних силових схем наванта-
жень завжди супроводжується виникненням у кристалічній ґрат-
ниці пар додаткових, взаємно ортогональних, пов’язаних між со-
бою напружень, які розтягують і стискають міжатомові віддалі до 

встановлення нових рівноважних положень атомів (по відношенню 

до вихідних станів) вздовж ланцюжків з максимальною щільністю 

їхнього розташування, ці обставини було покладено у підґрунтя 

моделю, який розглядає міжатомові віддалі в таких ланцюжках як 

місця виникнення (в якій завгодно кристалічній ґратниці) відпові-
дних реакцій, пов’язаних з їхнім розтягуванням або стисканням 

(пружнім збільшенням чи зменшенням параметрів). Воднораз, за-
значимо, що особливості розташування атомів та їхні зв’язки у сис-
темі ланцюжків з найщільнішим (базовим) розташуванням в об’ємі 
зразка фактично визначають їхні рівноважні положення в яких 

завгодно інших ланцюжках і кристалографічних напрямках ґрат-
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ниць. Таким чином, уся система розподілу зовнішньої прикладеної 
сили по міжатомових зв’язках ґратниці зразка (конструкції) за на-
вантажень сама (в межах своїх пружніх властивостей) автоматично 

реорганізується шляхом встановлення вздовж ланцюжків з найщі-
льнішим пакуванням атомів їхніх нових рівноважних положень, 
які за навантажень кожної миті змінюються шляхом встановлення 

нових рівнів пружньої рівноваги між пов’язаними взаємно нор-
мальними напруженнями розтягу та стискання. До того, за випро-
бувань на розтяг площина рівноваги M0Н0 між протилежно спря-
мованими силами розтягу поділяє робочу частину досконалого зра-
зка (без дефектів і Кн) навпіл (рис. 1, а) разом з усіма подовжніми 

базовими атомарними ланцюжками. 
 В основі цього передбачення моделю лежать як проведені розра-
хунки, так і експериментальні результати випробувань на розтяг 

моно- та полікристалічних зразків як одного виду та розмірів, так і 
різних, котрі свідчать про те, що їхній абсолютній більшості, яка 

демонструє максимальні властивості, притаманне утворення ши-
йок і площин усіх видів руйнування в місці серединного поперечно-
го перетину їхніх робочих частин. 
 За визначенням, кожний рівень протилежно спрямованих 

вздовж зразка напружень розтягу одночасно викликає в усіх ато-
марних ланцюжках радіяльних напрямків площини М0Н0 відпові-
дну максимальну реакцію ґратниці. На макромасштабному рівні 
вона виявляється у звужуванні зразка, яке є наслідком зменшень 

міжатомових віддалей не тільки в усіх радіяльних ланцюжках 

М0Н0, а й у наближених до неї паралельних площинах. Таким чи-
ном, за експериментальними даними цей процес за кожної з прик-
ладених ззовні сил (як за пружности, так і за пластичних релакса-
цій) викликає формування на поверхні зразка вздовж периметра 

М0Н0 (в місцях перетинання подовжніх і поперечних ланцюжків) 
вершини макроскопічного комплексного стандартного поверхнево-
го концентратора типу вилучення маси (Кксп−), який утворився за-
вдяки пружнім зменшенням міжатомових віддалей у базових лан-
цюжках площин в околі М0Н0, а на макромасштабному рівні має 

вигляд шийки. Означене відбувається завдяки встановленню нових 

умов рівноваги між максимальними радіяльними напруженнями 

стискання σст і подовжніми напруженнями розтягу σрт. Водночас, 
перші виникають за розтягу на бічній поверхні зразка вздовж пе-
риметра площини М0Н0, де розташована вершина Кксп−, а швид-
кість їхнього зростання, як показують розрахунки й експеримент, 

істотно випереджає σрт. Модель передбачає, що темп цього випере-
джання для кожної з половин зразка є однаковим. Він прямо про-
порційно залежить від швидкости зміни величини зовнішньої сили 

та співвідношення розмірних параметрів циліндричного зразка 

(L/(2d)). 
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 На рисунку 2 представлено залежності змін співвідношень роз-
мірних параметрів трьох видів циліндричних зразків з різними до-
вжинами робочих частин від їхніх діяметрів. 
 Наведене демонструє, що для якої завгодно кількости зразків з 

різними розмірними параметрами робочих частин можна ще до ви-
пробувань визначити напрямки дії та перевагу темпу зростання на-
пружень, які викликають за розтягу природнє стискання (вкорочу-
вання) міжатомових віддалей вздовж атомарних ланцюжків радія-
льних напрямків у площинах поперечних перетинів типу М0Н0 над 

 

Рис. 2. Залежності 1–3 змін співвідношень розмірних параметрів цилінд-
ричних зразків з довжинами робочих частин L у 40, 80 і 20 мм від їхніх 

діяметрів d за розтягу відповідно. Точками А1–А3 позначено випадки, 
коли L/(2d) = 1 для всіх зразків, що відповідає обставинам, за яких на-
пруження розтягу та стискання, які діють на міжатомові віддалі подовж-
ніх і поперечних базових ланцюжків у вершинах Кксемп−, під час розтягу 

є весь час однаковими та перебувають у стані пружньої рівноваги, в той 

час як за інших співвідношень вони неврівноважені за відповідних пере-
ваг у темпах зростання напружень стискання, що відповідають певним 

значенням співвідношень L/(2d). 

Fig. 2. Dependences 1–3 of variations in the dimensional parameter ratios of 

cylindrical specimens with gauge lengths L of 40, 80, and 20 mm on their di-
ameters d under tensile loading, respectively. Points A1–A3 mark the cases, 
where L/(2d) = 1 for all specimens that corresponds to the conditions, under 

which the tensile and compressive stresses acting on the interatomic distances 

of the longitudinal and transverse basic chains at the vertices of Кксемп−
 dur-

ing tension remain identical and are in a state of elastic equilibrium, whereas, 
at other ratios, they are unbalanced, with corresponding advantages in the 

rates of growth of compressive stresses, which correspond to specific values 

of the L/(2d) ratios. 
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темпом зростання за навантажень первинних напружень розтягу в 

подовжніх ланцюжках. Обидва напруження виникають у криста-
лічній ґратниці внаслідок суперпозиції прикладеної зовнішньої 
сили з силами пружньої міжатомової взаємодії, котрі утримують 

усі атоми зразка в стані пружньої рівноваги й одночасно забезпечу-
ють його цілісність. 
 Причинами неврівноважености цих сил є не тільки різні точки та 

напрямки прикладання зовнішніх сил, а й довжини ланцюжків і 
відповідні кількості міжатомових віддалей вздовж них у подовж-
ньому та поперечному напрямках, причому співвідношення остан-
ніх визначають умови розкладу зовнішньої сили у означених на-
прямках, а відповідно, й ріжницю в темпах зростання напружень у 

вершині кожного Кксемп−, які формують не тільки вершину макро-
скопічного Кксп−, а й усю його бічну поверхню у вигляді шийки. 
Водночас, кількість міжатомових віддалей вздовж кожного з лан-
цюжків пропорційна їхнім довжинам, а відповідно, й релаксацій-
ним можливостям, які значно менші за чисто пружніх змін у радія-
льних напрямках відносно подовжніх. Таким чином, вершини най-
потужніших Кксемп−

 зосереджено вздовж лінії перетинання пло-
щини М0Н0 з бічною поверхнею зразка за поступового зменшення 

їхніх потужностей в міру віддалення від М0Н0 як вздовж робочої 
частини зразка, так і в її радіяльних напрямках. 
 Практичне значення наведеного на рис. 2 полягає в тому, що 

означений підхід уможливлює з’ясувати ще до випробувань для 

кожного виду зразків з якими завгодно розмірами та формами ро-
бочих частин не тільки відповідні переваги темпів зростання на-
пружень стискання навіть у випадках різної довжини радіяльних 

ланцюжків у площині втрати механічної стійкости відносно на-
пружень розтягу в подовжніх ланцюжках, а й розглядати особли-
вості поведінки вздовж них міжатомових віддалей ґратниці в зале-
жності від напрямків дії та різних швидкостей їхнього зростання 

як на початкових (пружніх), так і на наступних стадіях наванта-
ження. В свою чергу, це дає змогу розраховувати зміни напружень 

розтягу та стискання не тільки вздовж поверхні циліндричного 

зразка у вершині Кксп−, а й усередині його об’єму у вершинах усіх 

внутрішніх Кксев на різних стадіях навантаження. 
 Воднораз, величини нерелаксованих напружень розтягу вздовж 

поверхні зразка (σртп) набувають ще й ортогонально спрямованих 

відносно осі z більш потужніх складових. Ці складові викликані 
спрямованими від вершин Кксемп−

 до центру площини М0Н0 на-
пруженнями стискання міжатомових віддалей (σст), які для нашого 

зразка (у відповідності зі співвідношенням L/(2d) — залежність 1, 
точка Б, рис. 2) в 4 рази переважають за величиною та швидкістю 

зростання прикладені первинні напруження розтягу (σрт), спрямо-
вані у протилежних напрямках вздовж осі z. Зазначимо, що запро-
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понована схема розподілу напружень стискання та розтягу (рис. 1, 
б) не суперечить експериментальним результатам [21–27], але істо-
тно розширює уявлення про закономірності формування та зміни 

їхніх величин на різних масштабних рівнях атомарної будови дос-
коналих ґратниць як вздовж, так і впоперек робочих частин зразків 

за розтягу. Зокрема, вона свідчить про виникнення на перших двох 

стадіях деформації розтягом кількох площин поперечних перети-
нів з різними темпами зростання напружень розтягу та стискання. 
Так, у площині М0Н0 (за експериментальними даними) і за умовами 

моделю за навантажень на міжатомовому рівні взаємодії виника-
ють максимальні (для кожної зовнішньої сили) напруження стис-
кання, які пов’язані з однаковими зменшеннями міжатомових від-
далей тільки вздовж базових ланцюжків її радіяльних напрямків з 

максимальною щільністю розташування атомів. Це супроводжу-
ється відповідними укорочуваннями ланцюжків за формування на 

макромасштабному рівні поверхонь циліндричних зразків макрос-
копічних шийок. Означений процес пов’язано з поступовим зрос-
танням за навантажень нормальних до площини М0Н0, протилежно 

спрямованих сил розтягу за умов їхнього рівномірного розкладу по 

певних кількостях міжатомових віддалей вздовж базових атомарних 

ланцюжків обох протилежних подовжніх напрямків. 
 Крім цього, експериментальні результати свідчать, що наведена 

схема розподілу напружень розтягу та стискання на перших двох 

стадіях пластичної деформації супроводжується появою ще двох 

площин поперечних перетинів, паралельних до М0Н0 з центрами О1 

і О2 (рис. 1). Обидві за навантажень рухаються на чолі фронтів змі-
цнення в протилежних напрямках від М0Н0 і поділяють обидві по-
ловини робочої частини зразка на деформовану та недеформовану. 
Означені площини відрізняються від М0Н0 тим, що вони є рухоми-
ми, а напруження розтягу та стискання в них лежать у межах рів-
новаги між різними запасами пружности подовжніх і радіяльних 

базових атомарних ланцюжків, кожна пара яких за перетинання 

утворює вершину комплексного стандартного елементарного мік-
роскопічного поверхневого концентратора (Кксемп−) або його внут-
рішнього аналога (Кксев). Водночас, рівновага напружень в їхніх 

вершинах (поза межею пружности базових ланцюжків радіяльних 

напрямків) досягається за дії механізмів пластичної релаксації, які 
забезпечують відповідні зміцнення подовжніх ланцюжків завдяки 

надходженню до них певних кількостей дефектів «втілення» у ви-
гляді вакансій і дислокацій з боку прилеглих стиснених приповер-
хневих ділянок. На макромасштабному рівні ці процеси зосере-
джено всередині ліній ковзання або полос Чернова–Людерса за їх-
ніх поширень за пластичних деформацій у межах поличок плинно-
сти моно- або полікристалів відповідно. В обох випадках ці площи-
ни формуються по обидва боки від М0Н0, де зосереджено максиму-
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ми деформаційних зміцнень, і збігаються з фронтами їхнього роз-
повсюдження та рухаються з ними в протилежних напрямках 

вздовж подовжньої осі зразка аж до кінця його робочої частини. В 

той же час в інтервалах О–О1 та О–О2 згідно рис. 1, б в усіх площи-
нах, паралельних до М0Н0, з їхнім віддаленням від неї відбувається 

послідовне зменшення рівнів зміцнення, а відповідно, й сил стис-
кання на фоні підвищення тих, які локалізовано розтягують повер-
хневі базові ланцюжки атомів у радіяльних напрямках площини 

М0Н0. 
 Це — процес за навантажень у межах пружности подовжніх ба-
зових ланцюжків атомів поверхневого шару σпрп, яка за умовами 

моделю вдвічі менша за пружність всередині зразка (σпр). Означене 

пов’язане з тим, що кількість атомів, які оточують кожний атом 

всередині зразка заліза, як мінімум, вдвічі перевищує кількість йо-
го сусідів у поверхневому шарі, що сприяє менш цупким умовам 

утримання атомів поверхневого шару в стані рівноваги. Це не супе-
речить літературним даним [41–44] та сприяє за навантажень пер-
винним пересуванням вершин Кксемп−

 разом з розташованими у 

них поверхневими атомами в радіяльних напрямках площини 

М0Н0, де і відбувається, за досягнення межі пружности поверхне-
вого шару, первинна втрата механічної стійкости зразка. Цей про-
цес продовжується аж до моменту встановлення рівноваги у вер-
шинах К між напруженнями стискання та викликаних ними в по-
верхневих шарах відповідних додаткових напружень розтягу, кот-
рі на початковій стадії процесу спрямовані в радіяльних напрям-
ках. Воднораз, слід додати, що потужності всіх означених Кксемп−, 
розташованих і вздовж бічних поверхонь шийки, зменшуються з 

наближенням до площин з центрами у О1 і О2, а рівень рівноваги 

напружень розтягу та стискання у їхніх вершинах лежить, з одного 

боку, в межах запасу пружности базових радіяльних ланцюжків, 

яка пропорційна їхнім довжинам, а з другого боку, розташований у 

межах значно більших запасів пружніх властивостей подовжніх 

ланцюжків, довжина яких у рази більша. Потужності Кксемп−, що 

розташовані в площині М0Н0, з переходом деформації на полички 

плинности як моно-, так і полікристалічних станів сягають певних 

меж. У монокристалах вони значно вищі, як і твердості, за відпові-
дні полікристалічні стани, але в межах поличок плинности обидва 

параметри залишаються різними, але практично незмінними аж до 

завершення кожної з поличок, коли обидва фронти зміцнення ра-
зом з вершинами Кксп−

 зупиняються з набуванням всією робочою 

частиною певного рівня деформаційного зміцнення за відповідного 

для даного зразка збільшення її довжини та звужування. Означене 

відбувається на фоні насичення приповерхневого об’єму робочої ча-
стини на певну глибину максимальними кількостями дефектів 

«втілення», які на поличці плинности набувають стану типу «ліс» 
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як в моно-, так і полікристалах за його наступної перебудови (на 

стадії деформаційного зміцнення) в комірчасті структури, які з на-
ближенням до межі міцности поступово подрібнюються до мініму-
му (0,1–0,15 мкм) [45 ]. Як в моно-, так і в полікристалах означені 
процеси реалізуються за аналогічними сценаріями послідовного 

утворення нових Кксп−
 у вигляді шийок та їхнього розвитку вздовж 

робочих частин аж до їхніх зміцнень до межі міцности (σМ). 
 Таким чином, природнє утворення за навантажень (на всіх мас-
штабних рівнях атомарної будови ґратниць металевих матеріялів) 
стандартних елементарних Ксе±

 пов’язане зі збільшеннями та зме-
ншеннями міжатомових віддалей вздовж кожної пари базових лан-
цюжків подовжнього та поперечного напрямків, які за попарних 

перетинань формують вершини комплексних К різних видів як 

внутрішнього, так і поверхневого ґатунку в околі площини М0Н0. 
Воднораз, зростання напружень розтягу та стискання в їхніх вер-
шинах сприяє втраті механічної стійкости досконалого зразка у 

площині серединного поперечного перетину М0Н0 на фоні послідо-
вного зміцнення приповерхневого шару робочої частини за рахунок 

насичення дефектами «втілення» та наслідків їхньої перебудови в 

границі комірчастих структур, комірки яких подрібнюються, коли 

на макрорівні означене супроводжується послідовними звужуван-
нями та видовженнями зразків з їхніми відповідними зміцнення-
ми. За таких обставин стає очевидним, що відповідальність за темп 

звужування у кожній точці поверхні шийки несуть особливості су-
перпозиції сил міжатомової взаємодії вихідного стану (до випробу-
вань) з тими, які виникають за випробувань вздовж задіяних базо-
вих ланцюжків як в площині М0Н0, так і в її околах, де зосереджено 

усі Кксемп−, які утворюють бічні поверхні Кксп−
 у вигляді макрос-

копічної шийки. Напруження розтягу та стискання за випробувань 

в паралельних по обидва боки від М0Н0 площинах зростають нерів-
номірно, а рівновага між ними у вершинах К усіх масштабних рів-
нів (вузлах перетинання кожної пари ланцюжків подовжнього та 

поперечних напрямків) досягається за поступового накопичення до 

максимуму точкових і лінійних дефектів «втілення», котрі забез-
печують на кожній стадії деформації відповідні послідовні вичер-
пування пружніх властивостей питомого зразка тільки в подовжніх 

напрямках. Оскільки чисельність задіяних міжатомових зв’язків у 

напрямках розтягу та стискання за дії кожної зовнішньої сили 

впливає на рівні та характери зростання напружень по міжатомо-
вих віддалях відповідних ланцюжків, це надало підстави вважати, 
що співвідношення розмірних параметрів зразка з одного боку є ви-
значальним щодо виявлення кількостей таких віддалей у базових 

ланцюжках подовжнього та радіяльних напрямків циліндричного 

зразка заліза, котрі є важливими за розкладу ззовні прикладеної 
сили на складові не тільки за кількістю ланцюжків у кожному з на-
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прямків, а й за чисельністю задіяних у них міжатомових зв’язків. 
Означене, всупереч до положень модель ізотропного тіла, вказує на 

залежність величин напружень розтягу та стискання, а відповідно, 
й механічних властивостей досконалого зразка не тільки від виду 

(видів) атомів його ґратниці, а й від співвідношення розмірів його 

робочої частини у подовжньому та поперечному напрямках, оскі-
льки воно є відповідальним за кількості та потужності Кксев і 
Кксемп−

 атомарного походження, а також і від довжини ланцюж-
ків, які утворюють їх і визначають рівні та темпи зростання напру-
жень стискання та розтягу у вершинах. Останнє набуває особливого 

значення за оцінки величин напружень, які діють вздовж кожної 
міжатомової віддалі вздовж ланцюжків відповідних напрямків за 

випробувань зразків різних розмірів. Все означене уможливлює 

представити ланцюжки з найщільнішим (базовим) пакуванням 

атомів, віддалі між якими розтягуються чи то стискаються, відпо-
відними первинними стандартними елементарними Ксе−

 вилучення 

або втілення маси Ксе+. Такі первинні К атомарного рівня (похо-
дження) можуть змінювати в залежності від напрямку дії зовніш-
ньої сили не тільки свої види, а й напрямки дії напружень розтягу 

та стискання у вершинах за надавання кожному ланцюжку, що ро-
зтягується та стискається, ознак стандартних елементарних кон-
центраторів напружень відповідних типів — розтягу Ксе−

 та стис-
кання Ксе+. До цього слід додати, що вони напряму пов’язані з ато-
марною будовою матеріялу (конструкції) зразка та, як і всі інші, 
можуть мати різні розміри (довжини), кількості та потужності. 
Крім цього, означені параметри здатні змінюватися не тільки від ве-
личини та швидкости зміни зовнішньої прикладеної сили, а й розмі-
рних параметрів і форм зразків, елементів їхніх структур, їхніх кри-
сталографічних ознак і розмірів, наявности різних типів меж та осо-
бливостей зв’язків вздовж них. Означене може впливати не тільки 

на збільшення кількостей обох видів комплексних К атомарного по-
ходження, що пов’язано з подрібненням базових ланцюжків атомів 

та змінами їхніх напрямків, а й утворенням додаткових кількостей 

більш небезпечних К−, представлених межами з послабленими 

зв’язками. 
 Таким чином, атомарні базові ланцюжки з найщільнішим паку-
ванням атомів, віддалі між якими розтягуються або стискаються за 

навантажень, можуть бути представлені як в досконалих, так і реа-
льних зразках в якості К вилучення та втілення маси, яких у роботі 
визначено як Ксе−

 та Ксе+. Вони формують у виробах за наванта-
жень цілу групу первинних К атомарного походження (на всіх ма-
сштабних рівнях атомарних будов ґратниць). А це суттєво допов-
нює уявлення про К, закономірності їхнього утворення, структуру, 
чисельність видів, рухомість, кількість у кожному виді, потужності 
й умови взаємодії в межах розуміння їхньої ролі в особливостях фо-
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рмування та визначення механічних і службових характеристик 

металевих виробів за різних умов випробувань або експлуатації. 
Зазначимо, що частина найменших елементів простору у вигляді 
міжатомових віддалей у реальних і досконалих станах кристаліч-
них ґратниць металевих матеріялів є первинною та спільною, а їхні 
особливості (довжини та поведінка) визначаються видами атомів 

[46, 47]. 
 Таким чином, елементи простору у вигляді міжатомових відда-
лей вздовж ланцюжків з базовим розташуванням атомів, їхні вели-
чини (параметри) й особливості змін як до, так і під час встановлен-
ня нових рівноважних положень вершин К забезпечують в усіх ви-
падках на різних масштабних рівнях будови металевих матеріялів 

реалізацію їхніх пружніх і релаксаційних можливостей за поста-
дійної участи різноманітних механізмів пластичної або крихкої ре-
лаксацій напружень. Особливості змін останніх в околах вершин К 

як за випробувань, так і під час експлуатації залежать від величин і 
швидкости зростання прикладеної зовнішньої сили з врахуванням 

змін співвідношень розмірних параметрів зразків, котрі реґламен-
тують підвищені рівні та швидкості змін напружень стискання, які 
є першопричиною появи в поверхневому шарі площини М0Н0 вер-
шини первинного Кксп−, відповідального за наступний розвиток 

усіх релаксаційних процесів. Ці можливості пов’язані з залежністю 

умов міжатомової взаємодії від швидкостей зростання рівнів на-
пружень стискання та розтягу вздовж базових ланцюжків, причо-
му величини та співвідношення цих напружень визначають умови 

ґенерації, напрямки переміщення, взаємодії й утримання та нако-
пичення у певних об’ємах матеріялу підвищених кількостей дефе-
ктів «втілення», які забезпечують відповідні зміцнення. До того ж 

пружні властивості матеріялів на атомарному масштабному рівні 
визначаються обмеженими можливостями електронних систем 

атомів, здатних тільки в певних межах до повністю або частково 

зворотніх змін міжатомових віддалей за встановлення пружніх рі-
вноваг між атомами за умов збереження цілісности зразка. Зазна-
чимо, що усі елементи простору (утворення типу вилучення маси, 
порожнини, тріщини тощо), які (в рази) більші за розмірами, ніж 

стандартні міжатомові віддалі, незалежно від їхнього походження, 

форми та місця розташування в реальних конструкціях, названо 

нестандартними концентраторами вилучення маси (Кн−). Воднораз, 
усі вони у похідних станах (до навантаження) представлені порож-
нинами різних розмірів, які перевищують величини міжатомових 

віддалей базових ланцюжків ґратниць і мають вільні внутрішні по-
верхні, котрі також можуть бути представлені у вигляді відповід-
них наборів стандартних елементарних Ксе±

 або їхніх комплексів у 

вигляді вершин комплексних стандартних елементарних мікрос-
копічних поверхневих Кксемп−

 внутрішнього ґатунку. «Де тонко, 
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там і рветься» — цей вислів дуже добре віддзеркалює вплив різного 

роду порожнин типу Кн−
 всередині та на поверхнях реальних зразків 

на погіршення їхніх службових характеристик. 
 У першу чергу це пов’язане з тим, що статистичний розподіл де-
фектів типу вилучення маси (порожнин), представлених в якості 
Кн−, веде до фактично неврахованого зменшення дійсних площ по-
перечних перетинів зразків відносно їхніх розрахункових значень з 

усіма наслідками у вигляді несподіваних втрат механічної стійкос-
ти. Подібні втрати пропорційні невідомому внеску з боку всього на-
бору присутніх порожнин — Кн−

 не тільки до втрати певної частини 

(неврахованої) маси виробів, а й впливу цього процесу на розподіл 

напружень, які виникають під дією макроскопічної сили розтягу, 
вздовж міжатомових віддалей базових ланцюжків досконалої ґрат-
ниці за появи в їхніх структурах порушень у вигляді розривів. За 

аналогією усі Кн представлено також двома видами — втілення ма-
си (Кн+) і її вилучення (Кн−). Перші формуються вздовж міжфазних 

меж, міжатомові віддалі в спільних ланцюжках атомів між сусіда-
ми стискаються, а другі пов’язані з нормальними до площини меж 

напруженнями розтягу. Загалом подібне відбувається, коли базові 
ланцюжки матриці стикаються з когерентними, напівкогерентни-
ми або некогерентними межами елементів структури, які можуть 

сприяти за навантажень утворенню вздовж них більш потужніх Кн−
 

у вигляді пор (тріщин) деформаційного походження або Кн+, 
пов’язаних з можливим виникненням вздовж таких меж ділянок із 

станом стиснення міжатомових віддалей. У запропонованому моде-
лю може розглядатись як відокремлене існування у вихідних ста-
нах усіх зазначених типів К, так і їхній взаємочин з подібними або 

такими, котрі виникають за навантаження вздовж базових ланцю-
жків на атомарному рівні їхньої будови. 
 Модель передбачає, що пари Кксемп−, які виникають на атомар-
ному рівні будови ґратниці за навантаження по обидва боки від 

М0Н0, можуть бути об’єднані між собою з утворенням на атомарно-
му рівні будови повного профілю макроскопічної шийки. Кожна 

мікроскопічна вершина утримує атом, на який діє трійка векторів 

напружень, два з яких спрямовані в протилежні боки вздовж по-
довжніх ланцюжків атомів, які розтягуються відносно М0Н0, а тре-
тій розташований у її радіяльних напрямках. Зазначимо, що кожне 

угруповання з таких ланцюжків у місцях їхнього перетинання все-
редині об’єму зразка утворює відповідну внутрішню вершину. По-
тужності мікро- та макроскопічних К, як і їхніх складових, завжди 

збільшуються з наближенням до площини М0Н0, а в ній зростають у 

напрямку від її центра до бічної поверхні зразка, причому напрям-
ки руху вершин Кксемп−, що утворюються на поверхнях, як і ато-
мів, які в них знаходяться, визначаються співвідношеннями вели-
чин відповідних напружень розтягу та стискання. Таким чином, 
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подібні набори вершин Кксемп−, які знаходяться вздовж перимет-
рів площин М0Н0 та її сусідок у верхній і нижній частинах зразка з 

досконалою ґратницею, формують за навантажень макроскопічний 

Кксп−
 у вигляді шийки та реґламентують появу нових вершин поді-

бних мікроскопічних поверхневих Кксемп−
 вздовж поверхонь усіх, 

як нестандартних Кн−, так і їхніх різновидів, зосереджених вздовж 

меж зерен у полікристалах. Це стосується всіх шийок, які за експе-
риментальними даними утворюються за розтягу на бічних поверх-
нях робочих частин зразків як за пружніх, так і на початку кожної 
стадії пластичної деформації за розтягу в інтервалах напружень від 

0 до σМ і за усіх видів руйнувань в інтервалах σМ–σр. Поверхні таких 

шийок на макрорівні мають вигляд локалізованих звужувань робо-
чих частин, пов’язаних з відповідними зменшеннями радіюсів пев-
ної кількости паралельних площин, наближених до М0Н0. Її роз-
ташування вздовж подовжньої осі в досконалих і реальних зразках 

збігається з траєкторіями втрат механічних стійкостей, у тому чис-
лі й за руйнувань. 
 Так, в’язке руйнування зразка з ідеальною будовою кристалічної 
ґратниці відбувається за участи найбільш небезпечного набору 

комплексних стандартних елементарних мікроскопічних поверх-
невих Кксемп−, зосереджених вздовж поверхні шийки по обидва 

боки від М0Н0 у верхній і нижній половинах зразка; причому у реа-
льних зразках поверхня шийки формується за участи усіх присут-
ніх К стандартного та нестандартного походження за умов знахо-
дження останніх у площині М0Н0. Ця обставина сприяє формуван-
ню на поверхнях Кн−

 нових, більш гострих вершин, які утворюють-
ся всередині зразка вздовж ліній перетинання поверхонь внутріш-
ніх Кн−

 з площиною втрати механічної стійкости. Згідно з цим, по-
значимо такі К як комплексні внутрішні стандартні поверхневі 
(Кквсп−). Загалом, коли потужність Кн−, який знаходиться в іншо-
му місці об’єму зразка, переважає потужність Кксп−, що може сфо-
рмуватися в його досконалому стані, це може змінювати місце роз-
ташування траєкторії втрати. У той же час абсолютно крихке руй-
нування «ідеального» зразка відбувається за участи одного най-
більш небезпечного зовнішнього (гострого, потужнього) Кксп−

 у ви-
гляді пружньої шийки з вершиною, сформованою на атомарному 

рівні будови вздовж периметра М0Н0 за екстремальної для даного 

зразка швидкости навантаження та повного пригнічення діяльнос-
ти усіх механізмів пластичної релаксації [2, 4–9]. Місце розташу-
вання траєкторії подібного руйнування реального зразка, в тому 

числі в інтервалі крихко-в’язкого переходу, може змінюватися від-
носно його досконалого стану у відповідності до переваги умов руй-
нування у вершині самого небезпечного внутрішнього Кквсп−, сфо-
рмованого вздовж поверхні Кн−

 в іншій площині поперечного пере-
тину на мінімальній глибині від поверхні. До цього слід додати, що 
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усі вектори напружень стискання вздовж ланцюжків радіяльних 

напрямків, розташованих у площині М0Н0 (вершинах Кксев і 
Кксемп−), спрямовані до її центру (О), який (за досконалої ґратниці) 
знаходиться на подовжній осі зразка (рис. 1). Таким чином, пло-
щина поперечного перетину М0Н0, вздовж периметру якої зосере-
джено максимальний сумарний ефект від укорочення усіх міжато-
мових віддалей вздовж атомарних ланцюжків її радіяльних напря-
мків, проходить крізь вершину Кксп−

 (макроскопічної шийки). Во-
на, як у зразках з досконалою, так і реальною будовами ґратниць, 
формує природній Кксп−, який є повним аналогом штучних повер-
хневих К−, котрі використовуються в механіці. Поверхні усіх мак-
ро- та мікроскопічних зовнішніх і внутрішніх Кн−

 (у вигляді різних 

порожнин з більшими за міжатомові віддалі розмірами) мають од-
накову атомарну будову. Її представлено (подібними до вже розгля-
нутих) парами з подовжнього та поперечного базових ланцюжків, 
котрі перетинаються у подібних до М0Н0 площинах з утворенням 

нових вершин комплексних внутрішніх стандартних елементарних 

мікроскопічних поверхневих К−
 (Кквсемп−). Їхні відповідні набори 

перетворюють первинні Кн−
 у більш небезпечні. Таким чином, у за-

пропонованому моделю процес утворення К на усіх масштабних рі-
внях атомарної будови кристалічних ґратниць металевих матері-
ялів аж до макрошийки з вершиною, розташованою в поверхневому 

шарі зразка в площині втрати його механічної стійкости, отримав 

не тільки логічний зв’язок, а й фізичне обґрунтування, яке надає 

можливість пояснювати усі експериментальні результати, причому 

вказано на безпосередній зв’язок усіх К атомарного рівня будови 

досконалої ґратниці з іншими видами К, які можуть бути присутні 
в реальних металевих матеріялах і виробах, та визначено їхню від-
повідальність за формування механічних і службових характерис-
тик виробів як в межах пластичних, так і крихких релаксацій. За-
вдяки закладеним первинним принципам, що пов’язані з першоп-
ричинами явищ, які відбуваються, запропонований модель має 

практично необмежене металевими матеріялами поле використан-
ня, яке може бути поширене не тільки на інші цілісні, тверді крис-
талічні та некристалічні тіла, а й біологічні об’єкти та ґрунти. Як 

виявляється, справа пов’язана з визначенням величин відповідних 

структурних елементів та умов зв’язків їх за втрат механічної стій-
кости. 

4. ВИСНОВКИ 

Запропоновані уявлення про К добре узгоджуються з експеримен-
тальними та теоретичними результатами, одержаними як на моно-, 

так і на полікристалічних станах різних металів та їхніх стопів. 
Модель здатний прогнозувати шляхи розвитку процесів за пласти-



 КОНЦЕНТРАТОРИ НАПРУЖЕНЬ В АТОМАРНОМУ МОДЕЛЮ БУДОВИ 1233 

чних і крихких релаксацій за будь-яких схем випробувань і швид-
костей навантажень завдяки покладеним в його основу принципам 

первинного утворення К напружень на атомарному рівні будови 

кристалічних ґратниць металевих матеріялів. Означене дає змогу 

вперше напряму зв’язати особливості поведінки атомарної будови 

металевих матеріялів за їхніх випробувань з макроскопічними осо-
бливостями розмірних параметрів виробів і визначенням провідної 
ролі їхніх співвідношень у формуванні уявлень про шляхи релак-
саційних процесів, які відбуваються та є відповідальними за рівні 
механічних і службових характеристик, які залежать не тільки від 

змін термодинамічних параметрів, а й від швидкости навантажен-
ня, яке, в залежності від співвідношень розмірних параметрів, 

реґламентує відповідні ріжниці в рівнях і швидкостях зростання 

напружень у вершинах К, які природнім шляхом виникають під 

дією тих же напружень на зовнішніх і внутрішніх поверхнях всере-
дині зразків за взаємодії з іншими К нестандартного та випадкового 

походження. 
 Все наведене свідчить про те, що запропонований модель, заснова-
ний на первинних принципах взаємодії атомів металевих ґратниць, 
пов’язаних з реальними змінами їхніх міжатомових віддалей за на-
вантажень з усіма наслідками, є більш досконалим і проґресивним, в 

тому числі й за одержаними результатами, у порівнянні з моделями, 
заснованими на ab initio-розрахунках або використанні методів мо-
лекулярної та 2D- й 3D-дислокаційних динамік [47–54]. 
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Parametric Investigations on Dynamic Responses of Porous 

Functionally Graded Al/Al2O3 Plates: Effects of Homogenization 

Models and Material Distributions 
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This study analyses numerically the dynamic responses of functionally grad-
ed Al/Al2O3 plates with porosity. It investigates the effects of key parameters 

including thickness-to-span ratio and porosity coefficient on the non-
dimensional fundamental frequencies. Various micromechanical homogeni-
zation models (by Voigt, Mori–Tanaka, LRVE, Tamura, Reuss) are applied 

across different-material volume-fraction distribution profiles (power-law, 
Viola–Tornabene four-parameters’, trigonometric ones). Four porosity-
variation patterns are considered: even, uneven, logarithmic-uneven, and 

mass-density. The Navier solution technique is employed to solve the govern-
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ing equations. Results show that the Viola–Tornabene model produces the 

highest frequencies, followed by power-law and trigonometric models. Mass-
density porosity yields maximum frequencies, while even porosity gives min-
imum values. Increasing porosity coefficient generally increases frequencies, 
except for even porosity. Increasing thickness-to-span ratio decreases fre-
quencies across all models. The findings provide insights for optimizing 

functionally graded porous plate designs. 

Key words: functionally graded materials, elastic foundations, homogeniza-
tion models, dynamic response, porosity, fundamental frequencies. 

В роботі проведено числову аналізу динамічних параметрів відгуків фун-
кціонально ґрадієнтних пористих пластин Al/Al2O3. Досліджено вплив 

ключових параметрів, зокрема відношення товщини до довжини прольо-
ту та коефіцієнта пористости, на безрозмірні основні частоти. Різні моделі 
мікромеханічної гомогенізації (за Фохтом, Морі–Танаки, LRVE, Таму-
рою, Райссом) застосовано до різних профілів розподілу об’ємної частки 

матеріялу (степеневого, чотиропараметричного Віоли–Торнабене, триго-
нометричного). Розглянуто чотири моделі зміни пористости: парний, не-
парний, логаритмічно-непарний і масово-щільний. Для розв’язання кері-
вних рівнянь використовується метод розв’язання за Нав’є. Результати 

показують, що модель Віоли–Торнабене дає найвищі частоти; за нею 

йдуть степеневі та тригонометричні моделі. Масово-щільна пористість дає 

максимальні частоти, тоді як парна пористість дає мінімальні значення. 
Збільшення коефіцієнта пористости зазвичай збільшує частоти, за виня-
тком випадку парної пористости. Збільшення відношення товщини до до-
вжини прольоту понижує частоти у всіх моделях. Одержані результати да-
ють уявлення про оптимізацію конструкцій функціонально ґрадієнтних 

пористих пластин. 

Ключові слова: функціонально ґрадієнтні матеріяли, пружність, моделі 
гомогенізації, динамічний відгук, пористість, основні частоти. 
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1. INTRODUCTION 

Functionally graded (FG) materials (FGMs) have gained significant 

attention in engineering applications due to their ability to exhibit 

spatially varying properties. These materials offer advantages in 

terms of thermal resistance, reduced residual and thermal stresses, 
and improved fracture toughness. The introduction of porosity in 

FGMs can further improve their performance by reducing weight and 

modifying mechanical properties. 
 This study focuses on the dynamic behaviour of functionally graded 

Al/Al2O3 plates with porosity. The analysis of such structures is cru-
cial for their effective design and application in various fields, includ-
ing aerospace, automotive, and civil engineering [1–3]. 
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 Various research endeavours have contributed significantly to this 

domain. Addou et al. investigated the dynamic response of functional-
ly graded plates resting on Winkler–Pasternak–Kerr foundations with 

varying porosity levels [4]. Their study, employing a simple quasi-3D 

hyperbolic theory, scrutinized the influences of gradient index, poros-
ity, foundation stiffness, mode numbers, and geometry on natural fre-
quencies. Similarly, Zaoui et al. conducted flexural analysis on FG 

plates supported by elastic foundations, employing novel 2D and quasi-
3D higher-order shear deformation theories [5]. 
 Furthermore, the collective contributions of Damani et al., Merdaci 
et al., and Mahmoudi et al. have enriched the field by investigating var-
ious aspects of porous FG plates, including bending, vibration, and dy-
namic analysis. They employed diverse shear deformation theories and 

examined the effects of different parameters on mechanical behaviour. 
Similarly, the works of Berkia et al., Billel, and Benaddi et al. have sig-
nificantly advanced the understanding of FGM and nanoplates. Their 

research includes the effects of parametric homogenization models 

such as by Reuss, LRVE, and Tamura ones on natural frequency, axial, 
and shear stress, and the factors influencing the vibration behaviour 

of FGM nanoplates [6–11]. 
 Researchers have explored advanced computational techniques and 

homogenization models to conduct accurate analyses of porous FG 

plates. Yin et al. introduced a scaled boundary finite element method 

for bending and free vibration analyses [12]. Al Rjoub and Alshatnawi 
utilized artificial neural networks to predict natural frequencies [13], 
while Hu and Fu delved into the intricate effects of porosity distribu-
tion and grading patterns on the free vibration response of FG plates 

[14]. Kaddari et al. investigated the statics and free vibration of FG 

porous plates on elastic foundations, employing a novel quasi-3D hy-
perbolic shear deformation theory [15]. 
 Additional studies have further expanded our understanding of po-
rous FG structures. 
 Sharma et al. introduced a 3D degenerated shell element approach 

for free vibration analysis [16]. Sah and Ghosh explored the free vibra-
tion and buckling behaviour of multi-directional porous FG sandwich 

plates [17], while Kumar et al. conducted free vibration analyses of ta-
pered FG plates with porosity [18,19]. Shahsavari et al. proposed a 

novel quasi-3D hyperbolic theory for free vibration analysis of FG po-
rous plates on elastic foundations [20]. 
 Researchers utilize various mathematical laws to describe the spa-
tial variation of material properties in FGMs, including exponential 
[21], sigmoid [22], and power-law [23] distributions. Further studies 

have examined aspects such as elastic buckling, vibration response, 

and thermal behaviour of porous FG structures [24–31]. 
 The present work aims to provide a comprehensive analysis of the 
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dynamic responses of porous functionally graded plates by considering 

various factors: different micromechanical homogenization models (by 

Voigt, Mori–Tanaka, LRVE, Tamura, Reuss), material volume frac-
tion distribution profiles (power-law, Viola–Tornabene four-
parameter, trigonometric ones), porosity variation patterns (even, un-
even, logarithmic-uneven, mass-density ones), effects of thickness-to-
span ratio and porosity coefficient. 
 By employing the Navier solution technique and conducting para-
metric studies, this research seeks to offer valuable insights into the 

behaviour of porous FGM plates under dynamic loading conditions. 
The findings of this study will contribute to the optimization of FGM 

designs for various engineering applications. 

2. THEORETICAL FORMULATIONS 

2.1. Geometry and Material Properties 

We examine an isotropic functionally graded rectangular plate made 

of a porous material whose properties vary in the thickness direction. 
The plate has thickness h, length a, and width b. A co-ordinate system 

O(x, y, z) is defined with the origin at one corner of the mid-plane of 

the plate, as shown in Fig. 1, a. The edges of the plate are aligned with 

the x and y axes. The plate material is isotropic in the (xy) plane. 
 The plate has isotropic material properties P(z) that vary through 

the thickness direction z. Two key properties, Young’s modulus E(z) 
and mass density ρ(z), follow a power law distribution: 

 b t b

1
( ) ( ) ( )

2

z
P z P P P

h

∆
 = + − + − Ξ φ 
 

, (1) 

where Pb(z) are the values at the bottom face and Pt(z) are the values at 

the top face. The exponent ∆ is a gradient index that controls how rap-
idly the properties change through the thickness. The porosity varies 

through the thickness based on a distribution function Ξ(φ). We exam-
ine two specific forms for Ξ(φ) determined by a porous coefficient φ 

(0 ≤ φ < 0.5) as shown in Fig. 2: 
evenly distributed porosities P1 with 

 t b( ) ( ) / 2P PΞ φ = φ + ; (2) 

unevenly distributed porosities P2 with 

 t b

2
( ) ( ) 1

2

z
P P

h

 φ
Ξ φ = + −  

 
. (3) 
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2.2. Displacement Field 

The four-variable hyperbolic quasi-3D shear deformation theory 

(FHQSDT) proposes a mathematical model for describing the displace-
ment behaviour of FG plates ui (i = 1, 2, 3): 

 0.3 0.4
1 0.1

( , ) ( , )
( , , ) ( , ) ( )

u x y u x y
u x y z u x y z z

x x

∂ ∂
= − + Φ

∂ ∂
,  

 0.3 0.4
2 0,2

( , ) ( , )
( , , ) ( , ) ( )

u x y u x y
u x y z u x y z z

y y

∂ ∂
= − + Φ

∂ ∂
, (4) 

 

Fig. 1. Co-ordinates and geometry notation. 

 

Fig. 2. Illustration of different patterns of porosity variations: evenly dis-
tributed porosities P1 (a), unevenly distributed porosities P2 (b). 
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 3 0.3 0.4( , , ) ( , ) ( ) ( , )u x y z u x y z u x y= + Γ ,  

where u0.1(x, y), u0.2(x, y), u0.3(x, y), and u0.4(x, y) are displacements in 

the directions of x, y, and z, Φ(z) and Γ(z) are the shape functions in the 

longitudinal and transverse shear displacement distributions respec-
tively with the following expressions for Φ(z) and Γ(z): 

 
sech(2 / ) (1 th1)

( )
ch1

z z h z
z

h h

−
Φ = − , (5) 

 
1 2 2 2 2 1 th1

( ) sech 1 th ch
3 ch1

z z z z
z

h h h h h

 −     Γ = − −      
      

. (6) 

2.3. Stress–Strain Relationship 

With small plate strains assumed, strains are related to displacements 

and their derivatives through an equation. This connects the displace-
ment field to strains as follow: 

 

T
1 2 3 4

T
5

( )
{ } ( ) ,

( )
{ } ( ) ,

xx yy xy zz

xz yz

z
z z

z
z

z
z

∂Γ
ε = ε ε γ ε = ε + ε + Φ ε + ε

∂
∂Φ γ = γ γ = + Γ ε ∂ 

 (7) 

in which 

 

2 2
0.3 0.40.1
2 2

2 2
0.2 0.3 0.4

2 2
1 2 3

2 2
0.1 0.2 0.3 0.4

, ,

2 2

0 0 0

u uu
x xx

u u u
y y y

u u u u
y x x y x y

   ∂ ∂∂ 
     ∂ ∂∂     

∂ ∂ ∂    
     ∂ ∂ ∂ε = ε = ε =     
     ∂ ∂ ∂ ∂+     

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
          

,  

 

0.4

4 5
0.4

0.4

0

0
,

0

u

x
u

yu

  ∂ 
   ∂   ε = ε =   ∂   

∂     

. (8) 

 For linear elastic FG plates, Hooke’s law relates stresses to strains 

through elastic coefficients. The coefficients vary continuously across 

the plate thickness: 
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11 12 13

12 22 23

13 23 33

44

55

66

( ) ( ) ( ) 0 0 0

( ) ( ) ( ) 0 0 0

( ) ( ) ( ) 0 0 0

0 0 0 ( ) 0 0

0 0 0 0 ( ) 0

0 0 0 0 0 ( )

xx xx

yy yy

zz zz

yz yz

xz xz

xy xy

Q z Q z Q z

Q z Q z Q z

Q z Q z Q z

Q z

Q z

Q z

σ ε    
    σ ε    
   σ ε    =     τ γ     
     τ γ
     

τ γ       

; (9) 

Qij (i, j = 1, …, 6) are the elastic coefficients calculated as follows: 

 

11 22 33

12 13 23

44 55 66

( )(1 )
( ) ( ) ( ) ,

(1 2 )(1 )

( )
( ) ( ) ( ) ,

(1 2 )(1 )

( )
( ) ( ) ( ) .

2(1 )

E z
Q z Q z Q z

E z
Q z Q z Q z

E z
Q z Q z Q z

− υ
= = =

− υ + υ
υ

= = =
− υ + υ

= = =
+ υ

 (10) 

 The governing equations for porous FG plates on elastic foundations 

are derived using Hamilton’s principle. They mathematically repre-
sent bending and vibration behaviours: 

 ( )P F

0

0
t

U U V K dtδ + δ + δ − δ =∫ . (11) 

 The expressions mentioned represent modifications of the elastic 

strain energy δUP, the elastic strain energy associated with the founda-
tion δUF, the potential energy due to external loads δV, and the varia-
tion of the kinetic energy of the plate δK. 
 A detailed explanation of these energy variations is provided in the 

following sections: 

 
/2

P

/2

( )
h

xx xx yy yy zz zz xz xz yz yz xy xy
h

U dz d
∆ −

δ = σ δε + σ δε + σ δε + τ δγ + τ δγ + τ δγ ∆∫ ∫ , (12) 

 
22

2 3 3
F w 3 s 3

u u
U k u k u d

x y∆

  ∂ ∂    δ = − + δ ∆    ∂ ∂      
∫ , (13) 

 3V q u d
∆

δ = δ ∆∫ , (14) 

 
/2

1 1 2 2 2 2

/2

( )
h

h

K u u u u u u dz d
∆ −

δ = ρ δ + δ + δ ∆∫ ∫       . (15) 

δu0.2, δu0.3, δu0.4 to zero: 
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 0.3 0.4
0.1 0 0.1 1 3:  xyxx

NN u u
u Tu T T

x y x x

∂∂ ∂ ∂
δ + = − +

∂ ∂ ∂ ∂
 

 ,  

 0.3 0.4
0.2 0 0.2 1 3:  xy yyN N u u

u Tu T T
x y y y

∂ ∂ ∂ ∂
δ + = − +

∂ ∂ ∂ ∂
 

 ,  
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,

xy yyxx
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x y x y x y

∂ ∂  ∂ ∂ ∂
δ + + − + + = + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
+ + − + + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     



     



 (16) 
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     

 

 

wherein Nij, Mij, Sij, Qiz, Nzz, and Ti (i = 0, …, 7) are defined as follow: 
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/2

[ , , ] [1, , ( )] ( , , )
h

ij ij ij ij
h

N M S z z dz i j x y
−

= Φ σ =∫ , (17) 
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h
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∂Φ = + Γ τ = ∂ ∫ , (18) 
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h

zz zz
h

z
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z−

∂Γ = σ ∂ ∫ , (19) 
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{1, , , ( ), ( ), ( ), ( ), ( )} .
h

h

T T T T T T T T

z z z z z z z z dz
−

=

= ρ Φ Φ Φ Γ Γ∫
 (20) 

3. NAVIER SOLUTION TECHNIQUE 

This study investigates simply supported rectangular FG plates. The 

plates are subject to the following boundary conditions: 

 
= = = = = = = =

= = = = = = = =
0.1 0.3 0.4

0.2 0.3 0.4

0 at 0, ,

0 at 0, .
xx xx xx zz

yy yy yy zz

u u u N M S N x a

u u u N M S N y b
 (21) 

 The Navier solution method can be employed to obtain an analytical 
solution to the governing Eqs. (16) by assuming the following forms 

for the unknown quantities u0.1, u0.2, u0.3, u0.4, and q: 
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 0.1 1
1 1

cos( ) sin( )mntimn

m n

u U e x y
∞ ∞

ω

= =

= λ µ∑ ∑ ,  

 0.2 2
1 1

sin cos( )mntimn

m n

u U e x y
∞ ∞

ω

= =

= λ µ∑ ∑ ,  

 0.3 3
1 1

sin( ) sin( )mntimn

m n

u U e x y
∞ ∞

ω

= =

= λ µ∑ ∑ , (22) 

 0.4 4
1 1

sin( ) sin( )mntimn

m n

u U e x y
∞ ∞

ω

= =

= λ µ∑ ∑ ,  

 
1 1

sin( ) sin( )mn
m n

q q x y
∞ ∞

= =

= λ µ∑ ∑ ;  

1 2 3 4, , ,mn mn mn mnU U U U  are coefficients to be determined, and the eigen fre-
quency ωmn is associated with (m, n) eigen mode. Substituting Eqs. (22) 
into Eqs. (16) yields the algebraic equations written in matrix form: 

 

11 12 13 14 11 13 14 1

12 22 23 24 22 23 24 2 2

13 23 33 34 13 23 33 34 3

14 24 34 44 14 24 34 44 4

0 0

0 0

0

mn

mn

mn mn
mn

mn

k k k k m m m U

k k k k m m m U

k k k k m m m m qU

k k k k m m m m U

        
        

       − ω =                           

 (23) 

with 

2 2
11 11 66 12 12 66, ( )k A A k A A= λ + µ = + λµ , 3 2

13 11 12 66( 2 )k B B B= − λ − + λµ ,  

 3 2 2 2
14 13 11 12 66 22 66 22( 2 ) ,k H C C C k A A= − λ + λ + + λµ = λ + µ ,  

 2 3 2 3
23 12 66 22 24 23 12 66 22( 2 ) , ( 2 )k B B B k H C C C= − + λ µ − µ = − µ + + λ µ + µ ,  

 4 4 2 2 2 2
33 11 12 66 w s( ) 2( 2 ) ( )k D D D k k= λ + µ + + λ µ + + λ + µ , (24) 

 2 2 4 4 2 2
34 13 11 12 66( ) ( ) 2( 2 )k I F F F= λ + µ − λ + µ − + λ µ ,  

 2 2 4 4 2 2
44 33 44 13 11 12 66( )( 2 ) ( ) 2( 2 )k L K J G G G= + λ + µ − + λ + µ + + λ µ ,  

 11 22 0 13 1 14 3 23 1 24 3, , , ,m m T m T m T m T m T= = = − λ = λ = − µ = µ ,  

 2 2 2 2 2 2
33 0 2 34 6 4 44 7 5( ), ( ), ( )m T T m T T m T T= + λ + µ = − λ + µ = − λ + µ .  

4. NUMERICAL RESULTS AND DISCUSSION 

4.1. Comparison and Validation Study 

In this section, we conduct a thorough comparison and validation 

study centred on the dynamic behaviour analysis characteristics of 



1248 M. HADJI, B. REBAI, M. RABEHI et al. 

functionally graded plates. Non-dimensional fundamental frequencies 

predicted using the current power-law, four-parameter Viola–
Tornabene, and trigonometric models are benchmarked against pub-
lished literature values. Four different patterns of porosity variations 

are applied to analyse further the present approaches by comparing our 

results with work of Addou et al. [4]. 
 The material properties of the functionally graded materials em-
ployed in this study are listed in Table 1. 
 The results align well with previous studies, validating the accura-
cy. This analysis confirms the method's reliability and potential im-
pact, demonstrating its ability to capture the effects of geometric rati-
os and material gradation on FG plate vibration characteristics. The 

proposed model proves valuable for understanding and optimizing 

FGM structures. 

4.2. Parametric Study and Effect of Porous Coefficient φ on the Non-
Dimensional Fundamental Frequencies 

Figures 3 and 4 illustrate the impact of porous coefficient φ on the non-
dimensional fundamental frequencies ω response of a functionally 

graded Al/Al2O3 plate (gradient index ∆ = 1). The study explores the 

influence of three different models for distributing material volume 

fractions through the plate thickness: power-law model, Viola–
Tornabene four-parameter model, and trigonometric model are further 

compared across four different models for porosity conditions are con-
sidered: perfect, even porosity, uneven porosity, logarithmic-uneven 

porosity and mass-density porosity each with varying porosity coeffi-
cients (φ = 0–0.05–0.10–0.15–0.20). 
 Regarding the material volume fraction distribution models, the 

Viola–Tornabene four-parameter profile leads to the maximum ω  val-
ues followed by the power-law and finally the trigonometric model, 

which shows the minimum frequencies. Moreover, the impact of mass-
density distributed porosities is greater followed by uneven distribut-
ed porosities and logarithmic-uneven distributed porosities respective-

TABLE 1. The properties of the materials. 

Material 
Properties 

E, GPa ρ, kg/m3 

Aluminium (Al) 70 2702 

Alumina (Al2O3) 380 3800 
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ly, than the even distributed porosities which shows the minimum fre-
quencies. 
 It is important to note that an increase in the porosity coefficients φ 

leads to an increase in the non-dimensional fundamental frequencies ω  

except in the even distributed porosities, which shows a decrease of 

frequencies with the increase in the porosity coefficients φ. 
 The findings indicate that within the patterns of porosity variations, 
the mass-density distributed porosities consistently yields the highest 

TABLE 2. Comparison of the non-dimensional fundamental frequencies of 

square plate with ∆ = 1. 

h/a Model φ Even 

porosity 
Uneven 

porosity 

Logarithmic-
uneven po-

rosity 

Mass-
density 

porosity 
Perfect 

0.05 

Power-law [4], 
Voigt  

0.05 8.8888 9.0368 9.0368 8.6248 

9.030 
0.10 8.7352 9.0456 9.0456 8.1224 
0.15 8.5656 9.0552 9.0544 7.4713 
0.20 8.3728 9.0656 9.0640 6.5652 

Power-law 

(present), 
Voigt 

0.05 8.9471 9.1716 9.0527 9.2585 

9.0240 
0.10 8.8555 9.3317 9.0810 9.5123 
0.15 8.7451 9.5062 9.1089 9.7882 
0.20 8.6100 9.6973 9.1363 10.0895 

Viola–
Tornabene 

four-
parameter 

(present), 
Voigt 

0.05 11.1603 11.3145 11.1756 11.3682 

9.0240 

0.10 11.2304 11.5503 11.2560 11.6610 
0.15 11.3075 11.8066 11.3375 11.9777 

0.20 11.3927 12.0861 11.4202 12.3216 

Trigonometric 

(present), 
Voigt 

0.05 7.7670 8.0537 7.9407 8.1672 

7.9430 
0.10 7.5512 8.1736 7.9360 8.4117 
0.15 7.2799 8.3038 7.9286 8.6794 
0.20 6.9275 8.4458 7.9181 8.9745 

0.10 

Power-law [4], 
Voigt 

0.05 8.6992 8.8408 8.8402 8.4432 

8.836 
0.10 8.5520 8.8464 8.8458 7.9568 
0.15 8.3898 8.8532 8.8526 7.3262 
0.20 8.2058 8.8606 8.8594 6.4470 

Power-law 

(present), 
Voigt 

0.05 8.7498 8.9649 8.8483 9.0523 

8.8229 
0.10 8.6627 9.1190 8.8732 9.3007 
0.15 8.5575 9.2870 8.8977 9.5706 
0.20 8.4287 9.4710 8.9215 9.8655 

Viola–
Tornabene 

four-
parameter 

(present), 
Voigt 

0.05 10.8413 10.9878 10.8527 11.0453 

10.7812 

0.10 10.9072 11.2112 10.9250 11.3297 
0.15 10.9796 11.4537 10.9982 11.6373 

0.20 11.0597 11.7180 11.0723 11.9714 
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estimates for the non-dimensional fundamental frequencies ω , fol-
lowed by the uneven distributed porosities and logarithmic-uneven 

distributed porosities respectively, while the even distributed porosi-
ties provide the lowest predictions. 
 Concerning the models describing material volume-fraction distri-
bution, the Viola–Tornabene four-parameter profile produces the max-
imum values for non-dimensional fundamental frequencies ω, followed 

by the power-law model, with the trigonometric model exhibiting the 

minimum frequencies. 
 As the value of the porous coefficient, φ increases, there is a rapid 

increase in non-dimensional fundamental frequencies ω, except in the 

even distributed porosities in the power-law model and the trigono-
metric model, which shows a decrease of frequencies with the increase 

in the porosity coefficients φ. 
 Figures 5 and 6 illustrates the impact of thickness-to-span ratio h/a 

on the non-dimensional fundamental frequencies ω response of a func-
tionally graded Al/Al2O3 plate (gradient index ∆ = 1) and porosity coef-
ficients (φ = 0.10). The study explores the influence of three different 

Continuation of Table 2. 

 
Trigonometric 

(present), 
Voigt 

0.05 7.5845 7.8586 7.7480 7.9731 

7.7540 

0.10 7.3767 7.9716 7.7393 8.2119 
0.15 7.1156 8.0942 7.7277 8.4735 
0.20 6.7764 8.2278 7.7127 8.7617 
0.10 7.1168 7.6727 7.4483 7.9150 
0.15 6.8704 7.7847 7.4313 8.1673 
0.20 6.5502 7.9067 7.4107 8.4455 

0.20 

Power-law [4], 
Voigt 

0.05 8.0635 8.1795 8.1795 7.8280 

8.180 
0.10 7.9385 8.1800 8.1800 7.3930 
0.15 7.8015 8.1815 8.1810 6.8285 
0.20 7.6450 8.1835 8.1830 6.0395 

Power-law 

(present), 
Voigt 

0.05 8.0966 8.2831 8.1743 8.3708 

8.1582 
0.10 8.0231 8.4186 8.1897 8.6009 
0.15 7.9341 8.5663 8.2044 8.8511 
0.20 7.8247 8.7282 8.2184 9.1245 

Viola–
Tornabene 

four-
parameter 

(present), 
Voigt 

0.05 9.8296 9.9537 9.8309 10.0199 

9.7804 

0.10 9.8834 10.1408 9.8814 10.2778 
0.15 9.9426 10.3436 9.9321 10.5567 

0.20 10.0079 10.5643 9.9829 10.8596 

Trigonometric 

(present), 
Voigt 

0.05 6.9870 7.2228 7.1203 7.3385 

7.1365 
0.10 6.8041 7.3157 7.1011 7.5586 
0.15 6.5747 7.4162 7.0786 7.7999 
0.20 6.2767 7.5253 7.0524 8.0658 
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models for distributing material volume fractions through the plate 

thickness: power-law model, Viola–Tornabene four-parameter model, 
and trigonometric model and further compared across four different 

models for porosity conditions are considered: Perfect, even porosity, 
uneven porosity, logarithmic-uneven porosity and mass-density poros-
ity each with varying porosity coefficients (φ = 0–0.05–0.10–0.15–
0.20). 
 The results of Figure 5 demonstrate clear trends in fundamental 
frequency predictions across the different modelling approaches. The 

Viola–Tornabene four-parameter distribution model produces the 

highest frequencies, followed by power-law model, while trigonometric 

model give identical lower estimates. For the different patterns of po-
rosity variations, the mass-density distributed porosities yields maxi-
mum frequencies, followed by the uneven distributed porosities and 

  

  

Fig. 3. Effect of porous coefficient φ on the non-dimensional fundamental fre-
quencies for Al/Al2O3-interface plate with different homogenization models 

(∆ = 1, h/a = 0.1). 
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logarithmic-uneven distributed porosities respectively and even dis-
tributed porosities the minimum. A distinct effect of increasing thick-
ness-to-span ratio h/a is observed, with a rapid decline in non-
dimensional fundamental frequencies as the index grows. This h/a-
dependent reduction occurs irrespective of the model utilized. 
 The findings indicate that within the different patterns of porosity 

variations models, the mass-density distributed porosities consistently 

yields the highest estimates for non-dimensional fundamental fre-
quencies ω, followed by the uneven distributed porosities and loga-
rithmic-uneven distributed porosities, while the even distributed po-
rosities provide the lowest and predictions. 
 Concerning the models describing material volume-fraction distri-
bution, the Viola–Tornabene four-parameter profile produces the max-
imum values for non-dimensional fundamental frequencies ω, followed 

by the power-law model, with the trigonometric model exhibiting the 

  

 

Fig. 4. Effect of porous coefficient φ on the non-dimensional fundamental fre-
quencies for Al/Al2O3-interface square plate with different patterns of poros-
ity variations (∆ = 1, h/a = 0.1, 

m m
s w 0k k= = ). 
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minimum deflection. 
 As the thickness-to-span ratio h/a increases, there is a correspond-
ing decrease in the non-dimensional fundamental frequencies ω. 

5. CONCLUSION 

This study presents a comprehensive analysis of the dynamic responses 

of porous functionally graded Al/Al2O3 plates using various homoge-
nization models and material distribution profiles. The following key 

conclusions can be drawn. 
1. The Viola–Tornabene four-parameter model consistently produces 

the highest non-dimensional fundamental frequencies, followed by the 

power-law model, while the trigonometric model yields the lowest fre-

  

  

Fig. 5. Effect of thickness-to-span ratio h/a on the non-dimensional funda-
mental frequencies for Al/Al2O3-interface plate with different homogeniza-
tion models (∆ = 1, φ = 0.1). 
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quencies across all porosity patterns. 
2. Among the porosity variation patterns, mass-density distributed 

porosities result in the maximum frequencies, followed by uneven and 

logarithmic-uneven distributions, with even porosity distribution 

showing the minimum frequencies. 
3. Increasing the porosity coefficient generally leads to an increase in 

non-dimensional fundamental frequencies, except in the case of evenly 

distributed porosities, which shows a decrease in frequencies with in-
creasing porosity. 
4. The thickness-to-span ratio has a significant impact on the dynamic 

response, with increasing ratios resulting in a rapid decline in non-
dimensional fundamental frequencies across all models and porosity 

patterns. 
5. The proposed analytical model demonstrates good agreement with 

previous studies, validating its accuracy and reliability for predicting 

  

 

Fig. 6. Effect of thickness-to-span ratio h/a on the non-dimensional funda-
mental frequencies for Al/Al2O3-interface plate with different patterns of 

porosity variations (∆ = 1, φ = 0.1). 
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the dynamic behaviour of porous FGM plates. 
 These findings provide valuable insights for the design and optimi-
zation of functionally graded porous plates in various engineering ap-
plications. The results can be used to tailor the dynamic properties of 

FGM structures by selecting appropriate material gradation profiles, 
porosity patterns, and geometric parameters. Future work could explore 

the effects of different boundary conditions, thermal loads, and more 

complex geometries on the dynamic behaviour of porous FGM plates. 
 This work was supported by the University research and training 

projects (PRFU), code A01L02UN220120200004, which provide es-
sential support for doctoral training in higher education institutions 

in Algeria. 
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